
جزوه : حسابان

فصل : اول

مرجع آموزشی فرخیسایت: مرجع آموزشی فرخی
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در یک مسابقه تعدادی توپ روی یک خط مستقیم و به فاصله‌ی  متر از هم قرار دارند. فاصله‌ی توپ اول تا سبد  متر است )شکل زیر(.   1

دونده‌ای باید از کنار سبد شروع کرده و هر توپ را برداشته و آن را تا سبد حمل کند و به سبد بیندازد و مجدداً به طرف توپ بعدی برود و آن را تا

سبد حمل کند و به داخل آن بیندازد. اگر این دونده مجموعاً  متر دویده باشد، تعیین کنید او چند توپ در سبد انداخته است؟

  متر و برای توپ سوم  متر و... طی کند. پس   متر طی کند، برای توپ دوم باید  دونده برای برداشتن توپ اول و قرار دادن آن در سبد باید  پاسخ:

داریم:

: دنباله‌ی مسافت‌ها

۳۳

۹۱۸

۳ + ۳ = ۶۶ + ۶ = ۱۲۹ + ۹ = ۱۸

۶, ۱۲, ۱۸, ⋯ = ۶ , d = ۶a۱

= (۲ + (n − ۱)d) = ۹۱۸ ⇒ (۱۲ + ۶n − ۶) = ۹۱۸Sn
n

۲
a۱

n

۲

۳n(n + ۱) = ۹۱۸ → = ۳۰۶ = ⇒ n = ۱۷n(n + ۱)
  

ضرب دو عدد متوالی

۱۷ × ۱۸
  

ضرب دو عدد متوالی

در  جملۀ اول یک دنبالۀ حسابی مجموع جملات شماره‌های فرد  و مجموع جملات شماره‌های زوج  می‌باشد. جملۀ اول و قدر نسبت   2

دنباله را مشخص کنید.

  و قدر نسبت  می‌باشد و تعداد آنها  تا است. پس: جملات فرد دنبالۀ حسابی با جملۀ اول  پاسخ:

  فرد

جملات زوج نیز دنباله‌ای حسابی با جمله اول  و قدرنسبت  می‌باشد و تعداد آنها   تا است پس:

  زوج

روش دوم:

۲۰۱۳۵۱۵۰

a۱۲d۱۰

S = (۲ + ۹ × ۲d) = ۱۳۵ → ۲ + ۱۸d = ۲۷
۱۰

۲
a۱ a۱

a۲۲d۱۰

S = (۲ + ۹ × ۲d) = ۱۵۰ → ۲( + d) + ۱۸d = ۳۰ → + ۱۰d = ۱۵
۱۰

۲
a۲ a۱ a۱

{ ⇒ d = ۱٫۵ , = ۰
۲ + ۱۸d = ۲۷a۱

+ ۱۰d = ۱۵a۱

a۱

−
{

+ + ⋯ + = ۱۵۰a۲ a۴ a۲۰

+ + ⋯ + = ۱۳۵a۱ a۳ a۱۹
– ––––––––––––––––––––––––––

+ + ⋯ + = ۱۵۰ − ۱۳۵ ⇒ ۱۰d = ۱۵ → d = ۱٫۵−a۲ a۱
  

d

−a۴ a۳
  

d

−a۲۰ a۱۹
  

d

= ۱۳۵ + ۱۵۰ → ۱۰(۲ + ۱۹d) = ۲۸۵ ⇒ ۲ + ۱۹ × ۱٫۵ = ۲۸٫۵ → = ۰S۲۰ a۱ a۱ a۱

مجموع همه‌ی عددهای طبیعی دو رقمی مضرب  را به دست آورید.   3

پاسخ:

۴

۱۰ ≤ ۴k ≤ ۹۹ ⇒ ۲٫۵ ≤ k ≤ ۲۴٫۷۵

k = ۳ , ۴ , ۵ , … , ۲۴ ⇒ n = ۲۴ − ۳ + ۱ = ۲۲

↓ ↓ ↓ ↓

۱۲, ۱۶ , ۲۰ , … , ۹۶ = ۱۲ , d = ۴a۱

= ( + ) = ۱۱(۱۲ + ۹۶) = ۱۱۸۸S۲۲

۲۲

۲
a۱ a۲۲

1



مجموع همۀ اعداد طبیعی سه رقمی که مضرب شش هستند چقدر می‌شود؟   4

پاسخ:

 مضارب شش

 تعداد 

= ۶k → ۱۰۰ ≤ ۶k ≤ ۹۹۹ → ۱۶٫۶ ≤ k ≤ ۱۶۶٫۵

n = ۱۶۶ − ۱۷ + ۱ = ۱۵۰k = ۱۷ , ۱۸ , ⋯ , ۱۶۶ →

↓ ↓ ↓

۱۰۲, ۱۰۸, ⋯ , ۹۹۶

= ( + ) = (۱۰۲ + ۹۹۶) = ۸۲۳۵۰S۱۵۰

۱۵۰

۲
a۱ a۱۵۰

۱۵۰

۲

الف( به کمک شکل روبه‌رو حاصل عبارت زیر را به دست آورید.    5

 

ب( اکنون با استفاده از فرمول درستی جواب خود را در قسمت الف بررسی کنید.

پاسخ:

الف(

‌

(  تعداد کل نقطه‌ها (  نقطه‌های مسیر ) (  نقطه‌های مسیر) نقطه‌های مسیر   .... نقطه‌های مسیر)

 جدول  از نقطه‌ها  تعداد کل نقطه‌ها

 

اُمین عدد فرد است پس: مجموع  جمله‌ی اول دنباله‌ی اعداد فرد است پس داریم: ب( برابر با 

۱ + ۳ + ۵ + ⋯ + (۲n − ۱) =

n+۳+۲+۱=

= n × n = n۲n × n=

⇒ = ۱ + ۳ + ۵ + ⋯ + (۲n − ۱)n۲

۲n − ۱n۱ + ۳ + ۵ + ⋯ + (۲n − ۱)n

= ۱ , d = ۲ → = (۲ + (n − ۱) × ۲) = (۲ + ۲n − ۲) = × ۲n =a۱ Sn
n

۲

n

۲

n

۲
n۲

⇒ ۱ + ۳ + ۵ + ⋯ + (۲n − ۱) = n۲

در دنبالۀ حسابی  حداقل چند جملۀ آن را با هم جمع کنیم تا حاصل آن از  بیشتر شود؟   6

پاسخ:

         

‌

حداقل  جمله      

۵, ۸, ۱۱, ⋯۴۹۳

= ۵ , d = ۳ → > ۴۹۳ → (۱۰ + ۳n − ۳) > ۴۹۳a۱ Sn
n

۲

۳ + ۷n − ۹۸۶ > ۰ Δ = ۴۹ + ۱۲ × ۹۸۶ = ۱۱۸۸۱n۲

۱۸n = = − , ۱۷ ⇒ یا n > ۱۷ ⇒ n ≥ ۱۸
−۷ ± ۱۰۹

۶

۵۸

۳
n < −

۵۸

۳
  

غ ق ق

 طول ضلع مربعی یک متر است. ابتدا نیمی از مساحت مربع را رنگ می‌کنیم. سپس نیمی از مساحت باقی‌مانده را و به همین ترتیب در هر 7

۹۹مرحله نیمی از مساحت باقی‌مانده از قبل را رنگ می‌کنیم. پس از دست‌کم چند مرحله حداقل  درصد سطح مربع رنگ شده است؟

2
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پاسخ:

  : دنبالۀ مساحت‌های رنگ شده   
1

1

حداقل  مرحله    

, , , ⋯ = , q =
۱

۲

۱

۴

۱

۸
a۱

۱

۲

۱

۲

≥ × ۱ → ≥ ⇒ ۱ − ≥Sn

۹۹

۱۰۰

(۱ − )
۱

۲
( )

۱

۲

n

۱ −
۱

۲

۹۹

۱۰۰

۱

۲
n

۹۹

۱۰۰

۷⇒ ≤ → ≥ ۱۰۰ → n ≥ ۷ →
۱

۲
n

۱

۱۰۰
۲
n

: برای عدد حقیقی  و عدد طبیعی    8

الف( حاصل عبارت زیر را به دست آورید.

 

ب( با استفاده از قسمت الف نتیجه بگیرید که:

الف( مجموع  مجموع  جملۀ اول یک دنبالۀ هندسی با جملۀ اول یک و قدر نسبت  می‌باشد. پاسخ:

ب(

(a ≠ ۱)an

۱ + a + + ⋯ +a۲ an−۱

− ۱ = (a − ۱)( + + a + ۱)an an−۱ a۲

۱ + a + + ⋯a۲ an−۱na

+ + + ⋯ + = ۱ , q = a۱
↓

جمله اول

a
↓

جمله دوم

a۲

↓

جمله سوم

an−۱

↓

ام n  جمله

a۱

= = = ⇒ ۱ + a + + ⋯ + =Sn

( − ۱)a۱ qn

q − ۱

۱( − ۱)an

a − ۱

− ۱an

a − ۱
a۲ an−۱

− ۱an

a − ۱

۱ + a + + ⋯ + = ⇒ − ۱ = (a − ۱)( + ⋯ + + a + ۱)a۲ an−۱
− ۱an

a − ۱
an an−۱ a۲

  می‌باشد. چند جمله از این دنباله را با هم جمع کنیم تا مجموع آنها برابر  شود؟  جملۀ عمومی یک دنباله‌ به‌صورت  9

پاسخ:

 :دنباله 

=an ۲
n−۱

۲۵۵

۱, ۲, ۴, ۸, ⋯= ۱ × ⇒ = ۱ , q = ۲ →an ۲
n−۱

a۱

= ۲۵۵ → = ۲۵۵ ⇒ = ۲۵۶ → n = ۸Sn

۱ × ( − ۱)۲
n

۲ − ۱
۲
n

مجموع  جمله‌ی اول دنباله‌ی هندسی مقابل را به دست آورید:    10

 

پاسخ:

۱۰

, , , ⋯
۱

۸

۱

۴

۱

۲

= , q = ۲ = = =a۱

۱

۸
S۱۰

( − ۱)a۱ q۱۰

q − ۱

( − ۱)
۱

۸
۲

۱۰

۲ − ۱

۱۰۲۳

۸

 طول یک نوع کاشی یک سانتی‌متر بلندتر از چهار برابر عرض آن است. برای پوشاندن دیواری به مساحت  متر مربع تعداد دو هزار 11

کاشی مصرف شده است. طول هر کاشی چند سانتی‌متر است؟

اگر عرض کاشی را  در نظر بگیریم، طول آن  است. پاسخ:

 مساحت یک کاشی 

  کاشی  

   

۵۲٫۸

x۴x + ۱

= = ۲۶۴
۵۲۸۰۰۰

۲۰۰۰
۵۲٫۸ × = ۵۲۸۰۰۰c ⇒m۲

۱۰
۴

m۲

S = x(۴x + ۱) = ۲۶۴ → ۴ + x − ۲۶۴ = ۰x۲

Δ = ۱ − ۴ × ۴ × (−۲۶۴) = ۴۲۲۵ → x = ⇒
−۱ ± ۶۵

۸

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

x = −
۶۶

۸

x = ۸ →

غ ق ق

=طول ۴ × ۸ + ۱ = ۳۳
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x = ۸ → طول = ۴ × ۸ + ۱ = ۳۳

استخر

آبراه بتونی

 

یک استخر مستطیل شکل به ابعاد، طول  و عرض  متر داریم که یک آبراه بتونی در اطرافش است. اگر این آبراه دارای پهنای یکسان و   12

مساحت  متر مربع باشد، پهنای آن را محاسبه کنید.

پاسخ:

اگر پهنای آبراه را  در نظر بگیریم. داریم:

  آبراه

 

x
x xx

x
xx

x

3 3

10

10

۱۰۳

۱۴

x

S = ۴ + ۲ × ۱۰ × x + ۲ × ۳ × x = ۱۴x۲

⇒ ۴ + ۲۰x + ۶x − ۱۴ = ۰x۲

⇒ ۴ + ۲۶x − ۱۴ = ۰x۲

⇒ ۲ + ۱۳x − ۷ = ۰ ⇒ Δ = − ۴ × ۲(−۷) = ۱۶۹ + ۵۶ = ۲۲۵x۲ ۱۳
۲

x = = −۷
−۱۳ ± ۱۵

۴
غ ق ق , x =

۱

۲

اگر   یک ریشه‌ی معادله‌ی  باشد، ریشه‌ی دیگر کدام است؟   13

پاسخ:

x = −۱۴ − mx − ۷ = ۰x۲

x = −۱ → ۴ − mx − ۷ = ۰ → ۴ + m − ۷ = ۰ →x۲ m = ۳

۴ − ۳x − ۷ = ۰ ⇒ (x + ۱)(۴x − ۷) = ۰ → x = −۱,x۲ x =
۷

۴

محیط یک زمین مستطیل شکل  متر و مساحت آن  متر مربع است. اندازه ی طول و عرض این زمین را تعیین کنید.   14

پاسخ:

۱۸۱۴

۲(x + y) = ۱۸ ⇒ (x + y) = ۹ ⇒ y = ۹ − x

xy = ۱۴ ⇒ x(۹ − x) = ۱۴ ⇒ − ۹x + ۱۴ = ۰ ⇒ (x − ۲)(x − ۷) = ۰x۲

{
x = ۲ ⇒ y = ۹ − ۲ = ۷

x = ۷ ⇒ y = ۹ − ۷ = ۲

معادلۀ درجه دومی بنویسید که:   15

الف( ریشه‌های آن  و  باشند.

ب( یکی از ریشه‌های آن دو برابر دیگری باشد. )مسئله چند جواب دارد؟(

الف( پاسخ:

ب( یکی از ریشه‌ها  و دیگری  می‌باشد و داریم:

به‌ازای هر عدد حقیقی  یک معادله به دست می‌آید، پس مسئله بی‌‌شمار جواب دارد.

۱

۳

۲

۳

S = + = ۱ , P = × =
۱

۳

۲

۳

۱

۳

۲

۳

۲

۹

− Sx + P = ۰ ⇒ − x + = ۰ ⇒ ۹ − ۹x + ۲ = ۰x۲ x۲
۲

۹
x۲

m۲m

S = m + ۲m = ۳m , P = m × ۲m = ۲m۲

− Sx + P = ۰ ⇒ − ۳mx + ۲ = ۰x۲ x۲ m۲

m
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در هر یک از شکل‌های زیر نمودار سهمی  داده شده است. در هر حالت صفرهای تابع و ضابطۀ آن را   16

مشخص کنید.

)الف
x

y

21

-1

-2

)ب x

y

-2 -1-3

-1
-2

1

الف( تابع دارای یک ریشه‌ی مضاعف در  است. پاسخ:

روش اول:

  رأس

روش دوم:

 ریشه‌ی مضاعف

ب( روش اول:

 رأس

صفرهای تابع  و  است.

روش دوم: چون  و  ریشه‌های تابع هستند داریم:

P(x) = a + bx + cx۲P(x)

x = ۲

x = ۰ → P (۰) = c = −۲ → P (x) = a + bx − ۲x۲

x = − = ۲ → b = −۴a, (۲, ۰) ⇒ ۴a + ۲b − ۲ = ۰
b

۲a

⇒ ۴a + ۲(−۴a) = ۲ ⇒ −۴a = ۲ → a = − , b = ۲
۱

۲

P (x) = − + ۲x − ۲
۱

۲
x۲

⇒ x = ۲ → P (x) = a (۰, −۲) ⇒ −۲ = a ⇒ a = −(x − ۲)۲ (۰ − ۲)۲ ۱

۲

P (x) = − = − + ۲x − ۲
۱

۲
(x − ۲)۲ ۱

۲
x۲

x = ۱ → y = ۰ → a + b + c = ۰ (۱)

x = −۳ → y = ۰ → ۹a − ۳b + c = ۰ (۲)

x = − = −۱ ⇒ b = ۲a ۳a + c = ۰
b

۲a
− →−−
(۱),(۲)

(−۱, −۲) ⇒ a − b + c = −۲ → a − ۲a + c = −۲ → −a + c = −۲

{ ⇒ ۴a = ۲ → a = , c = − , b = ۱
۳a + c = ۰

a − c = ۲

۱

۲

۳

۲

x = ۱x = −۲

P (x) = + x −
۱

۲
x۲

۳

۲

x = ۱x = −۳

P (x) = a(x + ۳)(x − ۱) → (−۱, −۲) ⇒ −۲ = a × ۲ × (−۲) ⇒ a =
۱

۲
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P (x) = (x + ۳)(x − ۱) = ( + ۲x − ۳) = + x −
۱

۲

۱

۲
x۲

۱

۲
x۲

۳

۲

صفرهای توابع زیر را در صورت وجود به‌ دست آورید.   17

پاسخ:

پاسخ:

برای تعیین صفرهای هر تابع، باید معادلۀ  را حل کنیم.

f(x) = − ۴xx۳

y = ۰

f(x) = ۰ ⇒ − ۴x = ۰ ⇒ x( − ۴) = ۰ ⇒ , − ۴ = ۰x۳ x۲ x = ۰ x۲

⇒ = ۴ ⇒x۲ x = ±۲

پاسخ:

               

‌

ریشه ندارد.  

g(x) = ۲ + + ۳xx۳ x۲

g(x) = ۰ ⇒ ۲ + + ۳x = ۰ ⇒ x(۲ + x + ۳) = ۰x۳ x۲ x۲

⇒ , ۲ + x + ۳ = ۰ ⇒ Δ = ۱ − ۲۴ = −۲۳ < ۰ ⇒x = ۰ x۲

‌

پاسخ:

          

‌

، صفر ندارد.      ریشه ندارد  تابع 

h(x) = + ۳ + ۵x۴ x۲

h(x) = ۰ ⇒ + ۳ + ۵ = ۰ , = t ⇒ + ۳t + ۵ = ۰x۴ x۲ x۲ t۲

h(x)⇒Δ = ۹ − ۲۰ = −۱۱ < ۰ ⇒

هر یک از سهمی‌های زیر نمودار حالتی از تابع  است که در آن  است و نقطۀ راس سهمی نیز داده   18

شده است. صفرهای تابع را در صورت وجود به دست آورید و ضابطۀ تابع را مشخص کنید.

  پاسخ:

f(x) = a + bx + cx۲|a| = ۱

x

y

-3 5, ))

 

پاسخ:

( سهمی روبه بالا

  راس

 ریشه ندارد 

→ a > ۰ → → f(x) = + bx + ca = ۱ x۲

x = − = −۳ ⇒ b = ۶a = ۶ × ۱ = ۶ →
b

۲a
b = ۶

(−۳, ۵) → ۵ = ۹ − ۳b + c ⇒ ۵ = ۹ − ۱۸ + c → c = ۱۴

f(x) = + ۶x + ۱۴ → f(x) = ۰ →x۲
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x

y

-2 2, ))

پاسخ:

 سهمی روبه پایین

 راس

a < ۰ → → f(x) = − + bx + ca = −۱ x۲

x = − = −۲ → b = ۴a = ۴(−۱) = −۴ →
b

۲a
b = −۴

(−۲, ۲) → ۲ = −۴ − ۲b + c ⇒ ۶ = −۲(−۴) + c → c = −۲

f(x) = − − ۴x − ۲ → f(x) = ۰ → − − ۴x − ۲ = ۰x۲ x۲

Δ = ۱۶ − ۸ = ۸ → x = = −۲ ±
۴ ± ۲ ۲√

−۲
۲√

x

y

-33 , ))
 

پاسخ:

 سهمی روبه بالا

  راس

→ a > ۰ → f(x) = + bx + ca = ۱ x۲

x = − = ۳ ⇒ b = −۶a = −۶ →
b

۲a
b = −۶

(۳, −۳) → ۹ − ۱۸ + c = −۳ → c = ۶

f(x) = − ۶x + ۶ → f(x) = ۰ → − ۶x + ۶ = ۰x۲ x۲

Δ = ۳۶ − ۲۴ = ۱۲ ⇒ x = = ۳ ±
۶ ± ۲ ۳√

۲
۳√

x

y

-2 -1, ))

پاسخ:

 سهمی رو به پایین

 راس

ریشه ندارد 

→ a < ۰ → → f(x) = + bx + ca = −۱ −x۲

x = − = −۲ → b = ۴a = ۴(−۱) = −۴ →
b

۲a
b = −۴

(−۲, −۱) → −۴ − ۲b + c = −۱ → −۴ + ۸ + c = −۱ → c = −۵

f(x) = − − ۴x − ۵ → f(x) = ۰ →x۲

7
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تعداد و مقدار تقریبی ریشه‌های معادلۀ  را با استفاده از روش هندسی به دست آورید.   19

        ‌ پاسخ:

x

y

21

1

g

f

1
2

1-5- 4

  راس  

 راس

  ریشه‌های معادله

|x − ۱| = − x − ۱x۲

f(x) = |x − ۱|

g(x) = − x − ۱x۲

x = − = − =
b

۲a

−۱

۲

۱

۲

y = − − ۱ = = −
۱

۴

۱

۲

۱ − ۲ − ۴

۴

۵

۴

⎧

⎩⎨
یک ریشه مثبت

یک ریشه منفی

→ x = ۲

 یک توپ فوتبال بر اثر ضربۀ بازیکن طبق شکل روبه‌رو حرکت می‌کند تا دوباره به زمین بخورد. در هر لحظه ارتفاع توپ از سطح زمین را   20

می‌توانیم با رابطۀ  مدل‌سازی کنیم که  فاصلۀ افقی توپ از نقطۀ اولیه است. ) برحسب متر است.(

 الف( توپ چند متر افقی را طی می‌کند تا دوباره به زمین بخورد.

ب( توپ حداکثر تا چه ارتفاعی بالا می‌رود.

الف( معادلۀ حرکت توپ، یک تابع درجه دوم )سهمی( به‌صورت روبه‌رو است: پاسخ:

‌

‌منظور از قسمت )الف( یافتن فاصلۀ بین صفرهای این تابع درجه دوم است، بنابراین داریم:

‌

‌پس توپ  متر را به‌طور افقی طی می‌کند تا به زمین اصابت کند.

ب( هدف یافتن عرض نقطۀ ماکزیمم )رأس( این تابع درجۀ دوم است. اگر نقطۀ ماکزیمم را با  نشان دهیم داریم:

حداکثر ارتفاع توپ از زمین  ‌

h(x) = −۰٫۰۳x(x − ۳۶)xx

h(x) = −۰٫۰۳ + ۱٫۰۸xx۲

−۰٫۰۳x(x − ۳۶) = ۰{ ⇒ − = ۳۶m
−۰٫۰۳x = ۰ ⇒ = ۰x۱

x − ۳۶ = ۰ ⇒ = ۳۶x۲

x۲ x۱

۳۶

M

h(x) = −۰٫۰۳ + ۱٫۰۸x ⇒ = =x۲ xM
−b

۲a

−۱٫۰۸

−۰٫۰۶

⇒ = ۱۸m ⇒ = h(۱۸) = − × ۱۸(۱۸ − ۳۶) ⇒ = ۹٫۷۲mxM yM
۳

۱۰۰
yM

   در زمان  از رابطه‌ی یک موشک با سرعت اولیه‌ی 144 متر بر ثانیه از زمین به فضا پرتاب می‌شود. ارتفاع این موشک   21

  به دست می‌آید. ارتفاع ماکزیمم آن و همچنین زمانی را که موشک به زمین برخورد می‌کند به دست آورید.

پاسخ:

زمانی که موشک به زمین برخورد می‌کند است. پس داریم:

  

 زمان برخورد به زمین     و    لحظه ی پرتاب 

(h)t

h(t) = −۱۶ + ۱۴۴tt
۲

h(t) = −۱۶ + ۱۴۴t → t = − = − = ۴٫۵t۲ b

۲a

۱۴۴

۲(−۱۶)

= −۱۶ + ۱۴۴ × ۴٫۵ = −۳۲۴ + ۶۴۸ = ۳۲۴hmax (۴٫۵)۲

h = ۰

h(t) = ۰ → −۱۶ + ۱۴۴t = ۰ ⇒ −۱۶t(t − ۹) = ۰t۲

t = ۹ →⇒ t = ۰

  باشد، سپس صفرهای دیگر تابع را به   برابر  مقدار  را چنان بیابید که یکی از صفرهای تابع    22

دست آورید.

پاسخ:

 بر  بخش‌پذیر است.

kf(x) = + k − x − ۲x۳ x۲−۲

x = −۲ → + k − x − ۲ = ۰ → −۸ + ۴k + ۲ − ۲ = ۰ →x۳ x۲ k = ۲

f(x)x + ۲
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روش دیگر: می‌توان   را تجزیه کرد.

f(x) = + ۲ − x − ۲x۳ x۲

f(x) = (x + ۲)( − ۱) = ۰ ⇒ x = −۲ , x = ±۱x۲

+ ۲ − x − ۲x۳ x۲ ∣
∣∣
x+۲

−۱x۲

− − ۲x۳ x۲

– –––––––––
−x − ۲

+x + ۲
– ––––––

۰

f(x)

+ ۲ − x − ۲ = (x + ۲) − (x + ۲) = (x + ۲)( − ۱) = ۰ ⇒ x = −۲ , x = ±۱x۳ x۲ x۲ x۲

معادلات زیر را حل کنید.   23

   پاسخ:

پاسخ:

غ ق ق 

− ۳ − ۴ = ۰x۴ x۲

− ۳ − ۴ = ۰, = t ⇒ − ۳t − ۴ = ۰ ⇒ (t − ۴)(t + ۱) = ۰x۴ x۲ x۲ t۲

t = ۴ , t = −۱ ⇒ = ۴ ⇒ , = −۱x۲ x = ±۲ x۲

پاسخ:

− ۷( − ۲) + ۶ = ۰( − ۲)
x۲

۳

۲
x۲

۳

− ۷( − ۲) + ۶ = ۰ , − ۲ = t( − ۲)
x۲

۳

۲
x۲

۳

x۲

۳

− ۷t + ۶ = ۰ ⇒ (t − ۱)(t − ۶) = ۰ ⇒ t = ۱ , t = ۶t۲

− ۲ = ۱ ⇒ = ۹ ⇒ , − ۲ = ۶ ⇒ = ۲۴ ⇒
x۲

۳
x۲ x = ±۳

x۲

۳
x۲ x = ±۲ ۶√

پاسخ:

 )پ

− (۴ − ) = ۱۲(۴ − )x
۲

۲

x
۲

− (۴ − ) − ۱۲ = ۰, ۴ − = t ⇒ − t − ۱۲ = ۰(۴ − )x۲
۲

x۲ x۲ t۲

(t − ۴)(t + ۳) = ۰ ⇒ t = ۴, t = −۳

۴ − = ۴ ⇒ = ۰ ⇒ , ۴ − = −۳ ⇒ = ۷ ⇒x۲ x۲ x = ۰ x۲ x۲ x = ± ۷√

کیلومتر است. یک کشتی از شهر اول به شهر دوم می‌رود و پس از  ساعت توقف فاصله بین دو شهر که در کنار رودخانه‌ای واقع شده‌اند    24

همین مسیر را برمی‌گردد. مدت زمان سفر در مجموع  ساعت می‌باشد. در صورتی‌که سرعت حرکت کشتی در مسیر جریان آب  کیلومتر در

ساعت بیشتر از سرعت آن در خلاف جریان آب باشد سرعت حرکت کشتی را در جهت حرکت آب تعیین کنید.

پاسخ:

 زمان برگشت  سرعت حرکت در خلاف جریان

 زمان رفت  سرعت حرکت در جهت جریان

۱۴۴۲

۱۷۸

=
۱۴۴

V
= V →

=
۱۴۴

V + ۸
= V + ۸ →

9
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 غ ق ق 

+ = ۱۷ − ۲ → ۱۴۴( + ) = ۱۵
۱۴۴

V

۱۴۴

V + ۸

۱

V

۱

V + ۸

= = → ۵ + ۴۰V = ۹۶V + ۳۸۴
۲V + ۸

V (V + ۸)

۱۵

۱۴۴

۵

۴۸
V ۲

⇒ ۵ − ۵۶V − ۳۸۴ = ۰ → Δ = ۳۱۳۶ + ۷۶۸۰ = ۱۰۸۱۶V ۲

, V = ۱۶V = = −۴٫۸
۵۶ ± ۱۰۴

۱۰

  آن‌گاه می‌گوییم در این مستطیل نسبت طلایی برقرار است. اگر در یک مستطیل با طول  و عرض  داشته باشیم    25

اگر محیط یک زمین ورزشی مستطیل شکل برابر  متر و اندازه طول و عرض آن متناسب با نسبت طلایی باشد، طول و عرض زمین چقدر است؟

پاسخ:

LW=
L

W

W + L

L
۱۴۴

L + W = × ۱۴۴ = ۷۲ → W = ۷۲ − L
۱

۲

= ⇒ = ⇒ = − ۷۲L
L

W

W + L

L

L

۷۲ − L

۷۲

L
L۲

۷۲
۲

⇒ + ۷۲L − = ۰ → Δ = + ۴ × = ۵ ×L۲ ۷۲
۲

۷۲
۲

۷۲
۲

۷۲
۲

L = L = = ۳۶ − ۳۶
−۷۲ ± ۷۲ ۵√

۲
− →−
L>۰ −۷۲ + ۷۲ ۵√

۲
۵√

W = ۷۲ − L = ۷۲ − ۳۶ + ۳۶ = ۱۰۸ − ۳۶۵√ ۵√

معادله زیر را حل کنید.   26

پاسخ:

چون و مخرج را صفر مي کنند پس به دست آمده قابل قبول نمي باشد و معادله جواب ندارد.

+ =
۳y + ۵

+ ۵yy۲

y + ۴

y + ۵

y + ۱

y

+ = (۳y + ۵) + y(y + ۴) = (y + ۱)(y + ۵)
۳y+۵

+۵yy۲

y+۴

y+۵

y+۱

y
− →−−−−
×y(y+۵)

⇒ ۳y + ۵ + + ۴y = + ۶y + ۵ ⇒ y = ۰y۲ y۲

y = −۵y = ۰y

معادلۀ زیر را حل کنید.   27

پاسخ:

هر دو ریشه قابل قبول هستند.

= ۲ +
۶

x

x − ۳

x + ۱

= ۲ + ۶(x + ۱) = ۲x(x + ۱) + x(x − ۳)
۶

x

x − ۳

x + ۱
− →−−−−
×x(x+۱)

۶x + ۶ = ۲ + ۲x + − ۳x ⇒ ۳ − ۷x − ۶ = ۰x۲ x۲ x۲

Δ = ۴۹ − ۴ × ۳ × (−۶) = ۴۹ + ۷۲ = ۱۲۱ ⇒ x = ⇒ x = ۳ , x = −
۷ ± ۱۱

۶

۲

۳

ماشین  کاری را به تنهایی  ساعت زودتر از ماشین  انجام می‌دهد. اگر هر دو ماشین یک کار را در  ساعت انجام دهند، چه زمانی   28

برای هر کدام از ماشین‌ها لازم است تا آن کار را به تنهایی انجام دهند؟

پاسخ:

  زمان ماشین  به تنهایی  میزان کار در یک ساعت 

  زمان ماشین  به تنهایی   میزان کار در یک ساعت 

A۱۵B۱۸

=
۱

x
= x →A

=
۱

x + ۱۵
= x + ۱۵ →B

10
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  زمان هر دو ماشین با هم   میزان کار در یک ساعت 

غ ق ق 

  زمان ماشین  به تنهایی  زمان ماشین  به تنهایی

=
۱

۱۸
= ۱۸ →

+ = ⇒ =
۱

x

۱

x + ۱۵

۱

۱۸

۲x + ۱۵

x(x + ۱۵)

۱

۱۸

⇒ + ۱۵x = ۳۶x + ۲۷۰ → − ۲۱x − ۲۷۰ = ۰x۲ x۲

⇒ (x − ۳۰)(x + ۹) = ۰ x = ۳۰ , x = −۹

۴۵=B= ۳۰ →A

پدربزرگ برای اهدا به مهدکودک چند اسباب‌بازی یکسان، مجموعاً به قیمت  هزار تومان خرید. اگر فروشنده برای هر اسباب‌بازی هزار   29

تومان به پدربزرگ تخفیف می‌داد او می‌توانست با همان پول چهار اسباب‌بازی دیگر هم بخرد، قیمت هر اسباب‌بازی قبل از تخفیف چقدر بوده است؟

پاسخ:

  تعداد اسباب‌بازی   قیمت اسباب‌بازی قبل از تخفیف

 تعداد اسباب‌بازی   قیمت اسباب‌بازی بعد از تخفیف

قیمت هر اسباب‌بازی قبل از تخفیف  هزار تومان بوده است.

۱۲۰

=
۱۲۰

x
= x →

=
۱۲۰

x − ۱
= x − ۱ →

− = ۴ ⇒ ۱۲۰( − ) = ۴ ⇒ =
۱۲۰

x − ۱

۱۲۰

x

۱

x − ۱

۱

x

x − x + ۱

x(x − ۱)

۴

۱۲۰

⇒ = → − x − ۳۰ = ۰ → (x − ۶)(x + ۵) = ۰ → x = ۶
۱

− xx۲

۱

۳۰
x۲

۶

معادله زیر را حل کنید.   30

پاسخ:

هر دو قابل قبول  

+ = −
P

۲ − P

۲

P

۳

۲

+ = − → = −
P

۲ − P

۲

P

۳

۲

+ ۴ − ۲PP ۲

P (۲ − P )

۳

۲

⇒ ۲ + ۸ − ۴P = −۶P + ۳ → − ۲P − ۸ = ۰P ۲ P ۲ P ۲

⇒ (P − ۴)(P + ۲) = ۰ → P = ۴ , P = −۲ →

معادله  را حل کنید.   31

پاسخ:

+ = ۳
۱

(x − ۲)۲

۲

x − ۲

= t → + ۲t − ۳ = ۰ → t = ۱ , t = −۳
۱

x − ۲
t۲

t = ۱ → = ۱ → x − ۲ = ۱ → x = ۳
۱

x − ۲

t = −۳ → = −۳ → x − ۲ = → x =
۱

x − ۲

−۱

۳

۵

۳

معادلۀ زیر را حل کنید.   32

پاسخ:

حال  را در معادلۀ اولیه امتحان می‌کنیم.

قابل قبول 

۲ =x−−√ ۳x + ۴
− −−−−

√

۲ = ۴x = ۳x + ۴ ⇒ x = ۴x−−√ ۳x + ۴
− −−−−

√ − →−−
۲ توان

x = ۴

x = ۴ ⇒ ۲ = ⇒ ۲ × ۲ = ⇒ ۴ = ۴ ⇒ x = ۴۴√ ۱۲ + ۴
− −−−−

√ ۱۶
−−

√

11
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معادله زیر را حل کنید.   33

با تغییر متغیر  داریم: پاسخ:

‌

 و  در معادله صدق می‌کنند، پس هر دو قابل‌ قبول هستند.

= ۱ − x
۱ − x

−−
√

۱ + x−−√
= tx−−√

= t ⇒ x = ⇒ = ۱ − ⇒ (۱ − )(۱ + t) = ۱ − t ⇒ (۱ − t)(۱ + t)(۱ + t) − (۱ − t) = ۰x−−√ t۲
۱ − t

۱ + t
t۲ t۲

⇒ (۱ − t) [(۱ + t − ۱] = ۰ ⇒)۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

(۱ + t − ۱ = ۰ ⇒ ۱ + t = ±۱ ⇒ {)۲
t = ۰ ⇒ = ۰ ⇒ x = ۰x−−√

t = −۲ ⇒ = −۲x−−√ غیرقابل قبول

۱ − t = ۰ ⇒ t = ۱ ⇒ = ۱ ⇒ x = ۱x−−√
x = ۰x = ۱

معادله زیر را حل کنید.   34

         پاسخ:

‌

ضرب می‌کنیم. پس داریم: طرفین معادله‌ را در 

‌

 غیرقابل قبول است، زیرا ریشۀ مخرج است، بنابراین معادله جواب ندارد.

+ =
۳y + ۵

+ ۵yy۲

y + ۴

y + ۵

y + ۱

y

+ = ⇒‌ =
۳y + ۵

y(y + ۵y)

y + ۴

y + ۵

y + ۱

y

۳y + ۵ + + ۴yy۲

y(y + ۵y)

y + ۱

y

y(y + ۵)

+ ۷y + ۵ = (y + ۱)(y + ۵)y۲

+ ۷y + ۵ = + ۶y + ۵ ⇒ y = ۰y۲ y۲

y = ۰

معادلۀ زیر را حل کنید.   35

طرفین معادله را در  ضرب می‌کنیم. بنابراین داریم: پاسخ:

‌

+ =
P

۲ − P

۲

P

−۳

۲
۲P (۲ − P )

۲P (P ) + (۲ − P )(۲)(۲) = (۲ − P )(P )(−۳) ⇒ ۲ + ۴(۲ − P ) = −۳P (۲ − P )P ۲

⇒ ۲ + ۸ − ۴P = −۶P + ۳ ⇒ − ۲P − ۸ = ۰P ۲ P ۲ P ۲

Δ = ۳۶ ⇒ x = ⇒
۲ ± ۶

۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = = ۴
۸

۲

x = − = −۲
۴

۲

معادله زیر را حل کنید.   36

پاسخ:

 توان 

 جمع ضرایب

قابل قبول 

غیرقابل قبول  

+ = ۴x + ۳
− −−−

√ ۳x + ۱
− −−−−

√

+ = ۴ ⇒ = ۴ −x + ۳
− −−−

√ ۳x + ۱
− −−−−

√ ۳x + ۱
− −−−−

√ x + ۳
− −−−

√

⇒ ۳x + ۱ = ۱۶ + x + ۳ − ۸ ⇒ ۸ = −۲x + ۱۸x + ۳
− −−−

√ x + ۳
− −−−

√۲

⇒ ۴ = ۹ − x ۱۶(x + ۳) = ۸۱ − ۱۸x +x + ۳
− −−−

√ − →−−
۲ توان

x۲

⇒ − ۱۸x + ۸۱ − ۱۶x − ۴۸ = ۰ ⇒ − ۳۴x + ۳۳ = ۰x۲ x۲

= ۰ ⇒ x = ۱ , x = = ۳۳
c

a

x = ۱ + = ۴ ⇒ ۲ + ۲ = ۴ ⇒ x = ۱− →−−
در معادله

امتحان

۴√ ۴√

x = ۳۳ + = ۴ ⇒ ۶ + ۱۰ = ۴− →−−
در معادله

امتحان

۳۶
−−

√ ۱۰۰
−−−

√ غلط ⇒ x = ۳۳
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معادله زیر را حل کنید.   37

پاسخ:

قابل قبول 

قابل قبول 

= ۲ −
۵

+ ۲x−−√

۱

− ۲x−−√

= ۲ − ۵( − ۲) = ۲( − ۲)( + ۲) − ( + ۲)
۵

+ ۲x−−√

۱

− ۲x−−√
− →−−−−−−−−−
×( −۲)( +۲)x√ x√

x−−√ x−−√ x−−√ x−−√

۵ − ۱۰ = ۲(x − ۴) − − ۲ ⇒ ۲x − ۸ − − ۲ − ۵ + ۱۰ = ۰x−−√ x−−√ x−−√ x−−√

۲x − ۶ = ۰ ⇒ x = ۳ ⇒ = ۹x ⇒ x(x − ۹) = ۰ ⇒ x = ۰ , x = ۹x−−√ x−−√ x۲

x = ۰ ⇒ = ۲ − ⇒ = ۲ + ✓ ⇒ x = ۰
۵

۲

۱

−۲

۵

۲

۱

۲

x = ۹ ⇒ = ۲ − ⇒ ۱ = ۲ − ۱ ✓ ⇒ x = ۹
۵

۵

۱

۳ − ۲

معادلات رادیکالی زیر را حل کنید.   38

    پاسخ:

پاسخ:

= x۱ − x۲
− −−−−

√

= x ۱ − = ⇒ x = ± x =۱ − x۲
− −−−−

√ − →−
x>۰

x۲ x۲
۲√

۲
− →−
x>۰ ۲√

۲

پاسخ:

بنابراین هر دو جواب قابل قبول می‌باشند.

= ۱ − x
۱ − x

−−
√

۱ + x−−√

= ۱ − x = (۱ − )(۱ + ) ⇒ ۱ − = (۱ − )(۱ +
۱ − x−−√

۱ + x−−√
−→−
x>۰ ۱ − x−−√

۱ + x−−√
x−−√ x−−√ x−−√ x−−√ x−−√ )۲

⇒ (۱ − )((۱ + − ۱) = ۰x−−√ x−−√ )۲

⇒ {
۱ − = ۰ ⇒ x = ۱x−−√

= ۱ ⇒ x = ۰(۱ + )x−−√
۲

x = ۱ ⇒ = ۰ = ۱ − ۱
۱ − ۱√

۱ + ۱√

x = ۰ ⇒ = ۱ = ۱ − ۰
۱ − ۰

−−
√

۱ + ۰
−−

√

پاسخ:

:راه اول جواب  ندارد 

:راه دوم معادله  جواب  ندارد 

۲ + =۱ + x
− −−−

√ x−−√

= ⇒ ۵ + x + ۴ = x ⇒ = −(۲ + )۱ + x
− −−−

√
۲

( )x−−√
۲

۱ + x
− −−−

√ ۱ + x
− −−−

√
۵

۴

x > ۰ ⇒ ۱ + x > x ⇒ > ⇒ ۲ + >۱ + x
− −−−

√ x−−√ ۱ + x
− −−−

√ x−−√

با استفاده از تعیین علامت، ضابطۀ هر یک از توابع زیر را بدون استفاده از نماد قدرمطلق بنویسید.   39

پاسخ:
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پاسخ:

f(x) = x |x|

f(x) = x |x| = { ⇒ f(x) = {
x(−x)

x ⋅ x

x < ۰

x ≥ ۰

−x۲

x۲

x < ۰

x ≥ ۰

پاسخ:

 
x

x2-1

-1 1

+ +_

g(x) = − ۱∣∣x
۲ ∣∣

g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

− ۱x۲

− + ۱x۲

− ۱x۲

x < −۱

−۱ ≤ x < ۱

x ≥ ۱

پاسخ:

      

 

x

x-1

x+1

_ _ +
++_

-1 1

h(x) = |x − ۱| + |x + ۱|

h(x) = =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−(x − ۱) − (x + ۱)

−(x − ۱) + x + ۱

x − ۱ + x + ۱

x < −۱

−۱ ≤ x < ۱

x ≥ ۱

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−۲x

۲

۲x

x < −۱

−۱ ≤ x < ۱

x ≥ ۱

نمودار تابع  را رسم کنید، سپس معادلۀ  را هم به روش هندسی و هم به روش جبری، حل نمایید.   40

پاسخ:

x

y
y= x

x

y
y= x -2

-2
-1
-1

-2

1 2
x

y f = x -2

-2 -1

1

1 2

2
x))

خط  نمودار تابع  را در  نقطه قطع می‌کند پس معادله  دارای  ریشه است، دو ریشۀ مثبت و دو ریشۀ منفی.

f(x) = ||x| − ۲|f(x) = ۱

y = ۱f۴f(x) = ۱۴

f(x) = ۱ ⇒ ||x| − ۲| = ۱ ⇒ |x| − ۲ = ±۱ ⇒ |x| = ۳, |x| = ۱

|x| = ۳ ⇒ , |x| = ۱ ⇒x = ±۳ x = ±۱

ها برابر  باشد؟ بر روی محور طول‌ها چه نقاطی وجود دارد که مجموع فاصله‌های آنها از دو نقطه به طول‌های  و  روی محور    41

اگر نقطه‌های مورد نظر را  در نظر بگیریم، داریم: پاسخ:

قابل قبول 

غلط 

قابل قبول 

−۱۳x۶

x

|x − (−۱)| + |x − ۳| = ۶ ⇒ |x + ۱| + |x − ۳| = ۶

x < −۱ ⇒ −x − ۱ − x + ۳ = ۶ ⇒ −۲x = ۴ ⇒ x = −۲

−۱ ≤ x < ۳ ⇒ x + ۱ − x + ۳ = ۶ ⇒ ۴ = ۶

x ≥ ۳ ⇒ x + ۱ + x − ۳ = ۶ ⇒ ۲x = ۸ ⇒ x = ۴

نمودار تابع  را رسم کنید. سپس به دو روش هندسی و جبری معادله  را حل نمایید.   42

پاسخ:

f(x) = − ۲x∣∣x
۲ ∣∣− ۲x = ۲∣∣x

۲ ∣∣

y = − ۲x ⇒ y = ۰ → − ۲x = ۰ ⇒ x(x − ۲) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۲x۲ x۲
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y

-1
1 2

x

y= x2
-2x

y

1

1 2
x

= x2
-2x

2
f x))

 

 رأس

 رأس

چون خط  نمودار تابع  را در  نقطه قطع می‌کند. معادله  دارای  ریشه است، یک ریشۀ منفی و یک ریشۀ مثبت دارد.

ریشه ندارد.  

x = − = − = ۱
b

۲a

−۲

۲

y = ۱ − ۲ = −۱

y = ۲f۲− ۲x = ۲∣∣x
۲ ∣∣۲

− ۲x = ۲ ⇒ − ۲x = ±۲ ⇒ − ۲x = ۲ ⇒ − ۲x − ۲ = ۰∣∣x
۲ ∣∣ x۲ x۲ x۲

Δ = ۴ + ۸ = ۱۲ ⇒ x = ⇒ x = ۱ ±
۲ ± ۲ ۳√

۲
۳√

− ۲x = −۲ ⇒ − ۲x + ۲ = ۰ ⇒ Δ = ۴ − ۸ = −۴ < ۰ ⇒x۲ x۲

نمودار هریک از دو تابع زیر را رسم کنید. سپس به‌ازای  معادله‌های به‌دست‌آمده را به روش هندسی و جبری حل کنید.   43

 )الف

 )ب

پاسخ:

 )الف

 خط  نمودار تابع را در یک نقطه قطع می‌کند، پس معادله  یک ریشۀ مثبت دارد.

 

x

y

1
-1

-1

1
2

3

 )ب

معادلۀ  دارای یک ریشۀ منفی و یک ریشۀ مثبت است.

 3

3

y

x

9

6

-
 

 رأس

 رأس

y = ۳

y = x −
x

|x|

y = | − ۶x|x۲

y = x − = ⇒ y =
x

|x|

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x −
x

−x

x −
x

x

x < ۰

x > ۰

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

x + ۱

x − ۱

x < ۰

x > ۰

∣

∣
∣

۰

۱

∣

∣
∣

۰

−۱

∣

∣
∣
−۱

۰

∣

∣
∣

۱

۰

y = ۳y = ۳

x − = ۳ ⇒
x

|x|

⎧

⎩
⎨

x < ۰ ⇒ x + ۱ = ۳ ⇒ x = ۲ غیرقابل قبول

x > ۰ ⇒ x − ۱ = ۳ ⇒ x = ۴ جواب

y = − ۶x → y = ۰ ⇒ − ۶x = ۰ ⇒ x(x − ۶) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۶x۲ x۲

y = ۳

y = ۳ → − ۶x = ۳ ⇒ − ۶x − ۳ = ۰x۲ x۲

Δ = ۳۶ + ۱۲ = ۴۸ ⇒ x =
۶ ± ۴۸

−−
√

۲

x = − = − = ۳
b

۲a

−۶

۲

y = ۹ − ۱۸ = −۹

 هریک از عبارت‌های زیر را با استفاده از نماد قدرمطلق به صورت یک معادله یا نامعادله بنویسید و جواب را روی محور اعداد نمایش دهید. 44

الف( فاصلۀ بین  و  برابر  است.

ب( دو برابر فاصلۀ بین  و  برابر  است.

پ( فاصلۀ بین  و  بزرگ‌تر از  است.

الف( فاصلۀ بین  و  برابر با  می‌‌باشد پس: پاسخ:

4- 0 3 10
x

 

ب(

4 6 8
x

 

پ(

x۳۷

x۶۴

x−۳۲

x۳|x − ۳|

|x − ۳| = ۷ ⇒ x − ۳ = ±۷ ⇒ x = ۱۰, x = −۴

۲ |x − ۶| = ۴ ⇒ |x − ۶| = ۲ ⇒ x − ۶ = ±۲ ⇒ x = ۸, x = ۴
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5- 1 03- -
x

 

|x − (−۳)| > ۲ ⇒ |x + ۳| > ۲ ⇒ x + ۳ < + ۳ > ۲−۲ xیا ⇒ x < −۵ xیا > −۱

معادله‌های زیر را حل کنید.   45

   پاسخ:

پاسخ:

جواب ندارد.  

غیر قابل قبول 

چون  در شرط  صدق نمی‌کند پس غیر قابل قبول است.

= ۱
۲ − x

|x − ۳|

= ۱
۲ − x

|x − ۳|

x < ۳ ⇒ = ۱ ⇒ ۲ − x = −x + ۳ ⇒ ۲ = ۳
۲ − x

−(x − ۳)
غلط ⇒

x > ۳ ⇒ = ۱ ⇒ x − ۳ = ۲ − x ⇒ ۲x = ۵ ⇒ x =
۲ − x

x − ۳

۵

۲

x =
۵

۲
x > ۳

پاسخ:

قابل قبول 

غیرقابل قبول 

= ۲x + ۱− ۲x + ۱x۲
− −−−−−−−−

√

= ۲x + ۱ ⇒ = ۲x + ۱ ⇒ |x − ۱| = ۲x + ۱− ۲x + ۱x۲
− −−−−−−−−

√ (x − ۱)۲
− −−−−−

√

x < ۱ ⇒ −(x − ۱) = ۲x + ۱ ⇒ ۲x + ۱ = −x + ۱ ⇒ x = ۰

x ≥ ۱ ⇒ x − ۱ = ۲x + ۱ ⇒ x = −۲

نقطه‌ای روی خط  تعیین کنید که مجموع فاصله‌های آن تا مبدأ مختصات و نقطۀ  برابر  باشد.   46

        پاسخ:

‌

غلط 

y = ۲xA(۲, ۴)۵

y = ۲x ⇒ M(x, ۲x) ⇒ OM + MA = ۵

⇒ + = ۵ ⇒ + = ۵+ ۴x۲ x۲
− −−−−−−

√ +(x − ۲)
۲

(۲x − ۴)
۲

− −−−−−−−−−−−−−−
√ ۵x۲

−−−
√ +(x − ۲)

۲
[۲(x − ۲)]

۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ |x| + = ۵ ⇒ |x| + = ۵۵√ + ۴(x − ۲)۲ (x − ۲)۲
− −−−−−−−−−−−−−−

√ ۵√ ۵(x − ۲)۲
− −−−−−−

√

⇒ |x| + |x − ۲| = ۵ ⇒ (|x| + |x − ۲|) = ۵۵√ ۵√ ۵√

⇒ |x| + |x − ۲| = ۵√

x < ۰ → −x − x + ۲ = ⇒ x = →۵√
۲ − ۵√

۲
M( , ۲ − )

۲ − ۵√

۲
۵√

۰ ≤ x ≤ ۲ ⇒ x − x + ۲ = → ۲ =۵√ ۵√

x > ۲ → x + x − ۲ = → x = →۵√
۲ + ۵√

۲
M( , ۲ + )

۲ + ۵√

۲
۵√

  و  نقاط دو سر قطر یک دایره‌اند. مختصات مرکز و طول شعاع دایره را به دست آورید. 47

وسط  مرکز دایره است. پاسخ:

A(۰, ۶)B(۸, −۸)

AB

16

ب
ن کتا

ری
1 تم

ل 
ص

ن ف
سابا

ح

مرجع آموزشی فرخی



B A
O

 

O = ⇒ O = ( , ) = (۴, −۱)
A + B

۲

۸ + ۰

۲

−۸ + ۶

۲

R = OA = = =+(۴ − ۰)۲ (−۱ − ۶)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۱۶ + ۴۹
− −−−−−

√ ۶۵
−−

√

y

x
BA

 

شکل نمایی جانبی عدسی از منحنی سهمی به معادلۀ  مطابق شکل زیر مدل‌سازی می‌شود.   48

الف( مختصات نقاط انتهای عدسی  و  را به‌ دست آورید.

ب( اگر  بر حسب سانتی‌متر باشد طول  را به‌ دست آورید.

پ( اگر عدسی کاملاً متقارن و  برحسب میلی‌متر باشد بیشترین ضخامت آن چقدر است؟

ها است یعنی باید معادلۀ  را حل کنیم. الف( نقاط  و B محل برخورد سهمی  با محور  پاسخ:

ب(

پ( بیشترین ضخامت عدسی همان عرض نقطۀ رأس سهمی است.

 بیشترین ضخامت عدسی

y = − ۸x − ۲۰x۲

AB

xAB

y

Ay = − ۸x − ۲۰x۲xy = ۰

y = ۰ ⇒ − ۸x − ۲۰ = ۰ ⇒ (x + ۲)(x − ۱۰) = ۰ ⇒ x = −۲, x = ۱۰x۲

⇒ A = (−۲, ۰),B = (۱۰, ۰)

AB = = = ۱۲cm+(−۲ − ۱۰)۲ (۰ − ۰)۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ ۱۴۴
−−−

√

y = − ۸x − ۲۰ ⇒x۲ xرأس = − = − = ۴ ⇒ y = ۱۶ − ۳۲ − ۲۰ = −۳۶
b

۲a

−۸

۲

= |−۳۶| = ۳۶mm

نقاط  و  و  سه رأس مثلث  هستند. اگر  و  به ترتیب پای ارتفاع  و میانه    49

باشند طول  را بیابید.

پاسخ:

4A ( 2 (,

1B ( 1 (, - H M C 8( 2 (, -
 

 

معادله‌ی 

A(۴, ۲)B(۱, −۱)C(۸, −۲)ABCHMAHAM

MH

M = ⇒ M = ( , − )
B + C

۲

۹

۲

۳

۲

= = − ⇒ y + ۱ = − (x − ۱)mBC

−۱ + ۲

۱ − ۸

۱

۷

۱

۷

⇒ ۷y + ۷ = −x + ۱ ⇒ x + ۷y = −۶ → BC

= − = ۷ → y − ۲ = ۷(x − ۴) ⇒ y − ۲ = ۷x − ۲۸ ⇒ ۷x − y = ۲۶mAH

۱

mBC

{ { ⇒ −۵۰y = ۶۸ ⇒ y = − = −۱٫۳۶x + ۷y = −۶ − →−−
×(−۷)

۷x − y = ۲۶

−۷x − ۴۹y = ۴۲

۷x − y = ۲۶

۶۸

۵۰

x = −۶ − ۷y = −۶ − ۷(−۱٫۳۶) = −۶ + ۹٫۵۲ ⇒ x = ۳٫۵۲ ⇒ M(۳٫۵۲ , −۱٫۳۶)

MH = = =+(۳٫۵۲ − )
۹

۲

۲

(−۱٫۳۶ + )
۳

۲

۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷


 ۰٫۹۶۰۴ + ۰٫۰۱۹۶

− −−−−−−−−−−−
√ ۰٫۹۸

− −−
√

x

y

QOP

S ( 8 (,x
نقطۀ  روی نیم‌دایره‌ای به شعاع  در شکل روبه‌رو داده شده است.    50

الف( مقدار  را به دست آورید.

ب( شیب خط‌های  و  را به دست آورید.

پ( نشان دهید  قائمه است.

پاسخ:

 )الف

 نقطه‌ی  در ناحیه‌ی اول 

S(x, ۸)۱۰

x

PSSQ

P QŜ

OS = ۱۰ → = ۱۰ ⇒ + ۶۴ = ۱۰۰ → = ۳۶+x۲ ۸
۲

− −−−−−
√ x۲ x۲

⇒ x = ۶ ⇒ S = (۶, ۸)S⇒ x = ±۶ ⇒
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 )ب

 )پ

P = (−۱۰, ۰) , Q = (۱۰, ۰) ⇒ = = =mPS

−yS yP

−xS xP

۸ − ۰

۶ − (−۱۰)

۱

۲

= = = = −۲mSQ

−yQ yS

−xQ xS

۰ − ۸

۱۰ − ۶

−۸

۴

⋅ = × (−۲) = −۱ ⇒ PS⊥SQ ⇒ P Q =mPS mSQ

۱

۲
Ŝ ۹۰

∘

،  و  می‌باشند.  ، سه رأس مثلث    51

الف( طول عمودی را که از رأس  بر میانۀ نظیر رأس  وارد می‌شود به دست آورید.

ب( مختصات رأس  را چنان تعیین کنید که  یک متوازی‌الاضلاع باشد.

الف( پاسخ:

H

M

C ( (

3B ( 3 (,-

11A ( 13 (,- -

3 , 1
 

 

ب(

A B

D C

 

ABCA(−۱۱, −۱۳)B(−۳, ۳)C(۳, ۱)

BC

DABCD

M = = (−۷, −۵)
A + B

۲

= =m
CM

−۵ − ۱

−۷ − ۳

۳

۵

y − ۱ = (x − ۳) ⇒ ۵y − ۵ = ۳x − ۹ ⇒ ۳x − ۵y − ۴ = ۰
۳

۵

BH = = =
|۳(−۳) − ۵ × ۳ − ۴|

۹ + ۲۵
− −−−−

√

|−۹ − ۱۵ − ۴|

۳۴
−−

√

۲۸

۳۴
−−

√

+ = + ⇒ −۱۱ + ۳ = −۳ +x
A

x
C

x
B

x
D

x
D

⇒ = −۵x
D

+ = + ⇒ −۱۳ + ۱ = ۳ + ⇒ = −۱۵y
A

y
C

y
B

y
D

y
D

y
D

D = (−۵, −۱۵)

اگر فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر  باشد، مقدار  چقدر است؟   52

پاسخ:

A(۱, ۲)ax + ۴y = ۱۲a

ax + ۴y − ۱ = ۰ ⇒ = ۲ ⇒ |a + ۷| = ۲
|a + ۸ − ۱|

+ ۱۶a۲
− −−−−−

√
+ ۱۶a۲

− −−−−−
√

⇒ + ۱۴a + ۴۹ = ۴ + ۶۴ ⇒ ۳ − ۱۴a + ۱۵ = ۰a۲ a۲ a۲

Δ = ۱۹۶ − ۴ × ۳ × ۱۵ = ۱۶ → a = ⇒ a = ۳ ,
۱۴ ± ۴

۶

۵

۳

 خط  بر دایرۀ  به مرکز  مماس است. طول شعاع دایره چقدر است؟ 53

        ‌  پاسخ:

 فاصلۀ مرکز دایره تا خط همان شعاع دایره است.

 

H

O

4 x 3 y+ =5- 0

۴x + ۳y = ۵CO(−۱, ۲)

R = OH = = =
|۴(−۱) + ۳ × ۲ − ۵|

۱۶ + ۹
− −−−−

√

|−۴ + ۶ − ۵|

۵

۳

۵
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ثابت کنید فاصلۀ دو خط موازی  و  برابر  می‌باشد.   54

نقطۀ دلخواهی روی خط  در نظر گرفته و فاصلۀ آن را تا خط  به‌ دست می‌آوریم. پاسخ:

 فاصله  تا خط    

ax + by + c = ۰ax + by + = ۰c′|c − |c′

+a۲ b۲
− −−−−−

√

ax + by + c = ۰ax + by + = ۰c′

ax + by + c = ۰ ⇒ x = ۰ ⇒ by + c = ۰ ⇒ y = −
c

b

= = =
۰ + b(− ) +∣∣

c

b
c′ ∣∣

+a۲ b۲
− −−−−−

√

|−c + |c′

+a۲ b۲
− −−−−−

√

|c − |c′

+a۲ b۲
− −−−−−

√
AA = (۰, − ) ⇒

c

b

مثلث  به رأس‌های  و  و  را در نظر بگیرید.   55

الف( مثلث را رسم کنید.

ب( نشان دهید مثلث متساوی‌الساقین است.

پ( معادلۀ عمودمنصف ضلع  را به دست آورید.

ت( طول ارتفاع  چقدر است؟

        ‌  پاسخ:

 )ب

 

 

)الفمثلث متساوی‌الساقین 

1 2

1
2

B

A

1-2-

3

3- 34

5

-

-

6-

4
5
6
7

C

x

y

1-
2-

 وسط 

عمودمنصف  شیب عمودمنصف

معادلۀخط 

 فاصلۀ  تا ضلع 

ABCA(−۱, ۷)B(−۶, −۲)C(۳, ۳)

BC

AH

AB = =۲۵ + ۸۱
− −−−−−

√ ۱۰۶
−−−

√

AC = = ۴۱۶ + ۱۶
− −−−−−

√ ۲√

BC = =۸۱ + ۲۵
− −−−−−

√ ۱۰۶
−−−

√

AB = BC ⇒

M = ⇒ M = (− , ) , = =
B + C

۲

۳

۲

۱

۲
mBC

۳ − (−۲)

۳ − (−۶)

۵

۹
BC

m = − ⇒ y − = − (x + ) ⇒ y = − x − → BC
۹

۵

۱

۲

۹

۵

۳

۲

۹

۵

۲۲

۱۰

y + ۲ = (x + ۶) ⇒ ۵x − ۹y + ۱۲ = ۰ → BC
۵

۹

AH = =
|۵(−۱) − ۹ × ۷ + ۱۲|

۲۵ + ۸۱
− −−−−−

√

۵۶

۱۰۶
−−−

√
ABC
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