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ضابطۀ تابع و نمودار آن را کامل کنید.   1

               

             ‌

 

پاسخ:

برای رسم نمودار مختصاتی در  با ضابطۀ  نقاط  و  را مشخص می‌کنیم و پاره‌خط مربوط به این دو نقطه را به هم وصل می‌کنیم )البته نقطۀ

 را توخالی قرار می‌دهیم چون نقطۀ  در دامنۀ ضابطۀ پایینی است.(

‌همچنین برای مشخص کردن ضابطۀ قسمت دوم معادلۀ خطی که از دو نقطۀ  و  می‌گذرد را به‌ دست می‌آوریم.

‌

‌با قرار دادن  )شیب خط( در معادلۀ کلی خط  و قرار دادن یکی از نقاط عرض از مبدأ خط را به‌ دست می‌آوریم.

              

       ‌
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 نمودار روبه‌رو به کدام داستان مربوط است؟   2

الف( آوا و مادربزرگش برای قدم زدن در بوستان، از خانه خارج شدند. آنها در ابتدا آهسته قدم می‌زدند و سپس

سرعتشان را بیشتر کردند تا به بوستان رسیدند. سپس، از مسیری که آمده بودند، برگشتند و به خانه رسیدند.

ب( علی با دوچرخه‌اش از خانه به سمت بالای تپه روبه‌روی خانه‌شان حرکت کرد. پس از مدتی شیب تپه کمتر شد تا

به بالای تپه رسید. سپس از آنجا از سمت دیگر به پایین تپه سرازیر شد.

ج( محمدرضا برای دویدن روزانه‌‌اش از خانه خارج شد. هنگام دویدن با دوست خود که در حال دویدن بود، برخورد

کرد که باعث شد از سرعت دویدنش کم شود؛ اما بعد از آن با سرعت بیشتری به سمت خانه حرکت کرد و به خانه

رسید.

نمودار رسم شده، مربوط به داستان قسمت ج است. پاسخ:

نمودار مربوط به هر یک از داستان‌های الف و ب به‌صورت زیر است.

)تذکر: با توجه به اطلاعات محدود داستان‌ها، نمودارها تقریبی رسم شده‌اند.(

در تابع  حاصل عبارت‌های زیر را به‌ دست آورید.   3

پاسخ:

برای تعیین مقدار تابع به‌ازای هریک از مقادیر  لازم است ابتدا مشخص کنیم مقدار  در دامنۀ کدام ضابطه قرار دارد.

 را از ضابطۀ دوم تعیین می‌کنیم: الف(  متعلق به دامنۀ  است، بنابراین مقدار 

 را با ضابطۀ دوم  را با ضابطۀ سوم تعیین می‌کنیم و  متعلق به دامنۀ  است، بنابراین مقدار  ب(  متعلق به دامنۀ  است، بنابراین مقدار 

تعیین می‌کنیم:

 را با ضابطۀ اول تعیین می‌کنیم و  متعلق به دامنۀ  است، ج(  متعلق به دامنۀ  است، بنابراین مقدار 

 را با ضابطۀ مقدار تابع را از ضابطۀ دوم تعیین می‌کنیم: بنابراین مقدار 

 را از  را از ضابطۀ دوم تعیین می‌کنیم و  متعلق به دامنۀ  است، بنابراین مقدار  د(  متعلق به دامنۀ  است، بنابراین مقدار 

ضابطۀ سوم تعیین می‌کنیم:
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⇒ f( ) = ( = ۲۲√ ۲√ )۲

⇒ f(۵) = ۵

⇒ f( ) + f(۵) = ۲ + ۵ = ۷۲√

ضابطۀ تابع زیر را مشخص کنید.   4

نمودار را به  قسمت )الف( و )ب( و )ج( تفکیک کرده و ضابطۀ هر یک را به‌طور جداگانه تعیین می‌کنیم. پاسخ:

الف( در قسمت )الف( به‌ازای تمام مقادیر  در دامنۀ تعریف، مقدار  ثابت و برابر  است. )تابع ثابت(

ب( در قسمت )ب( به‌ازای هر مقدار  در دامنۀ تعریف، همان مقدار برای  مشخص می‌شود. )تابع همانی، نیمساز ناحیۀ اول(

ج( در قسمت )ج( به‌ازای هر مقدار  در دامنۀ تعریف، مقدار قرینۀ آن برای  به‌ دست می‌آید. )نیمساز ناحیۀ دوم(

بنابراین تابع سه‌ضابطه‌ای به‌صورت زیر است:

۳

xy۲

xy

xy
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x
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۰ ≤ x ≤ ۲

x ≤ ۰
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با توجه به معرفی محور  و  در هر دستگاه مختصات، با هر کدام از توضیحات زیر کدام‌یک از توابع ثابت، چند ضابطه‌ای یا همانی معرفی   5

می‌شود؟ نمودار هر حالت را با توجه به توضیحات کامل کنید.

الف( به مناسبت روز درختکاری، در یک مدرسه هر دانش‌آموز یک نهال می‌کارد.

 تومان است. ب( هزینۀ یک لیتر بنزین عادی در هر زمان از شبانه‌روز در یک پمپ بنزین 

ج( شیر آبی که خراب است و در هر ساعت یک لیوان آب از آن چکه می‌کند.

 تومان و در دو سانس آخر   تومان، در چهار سانس بعدی  د( بلیت یک سینما در سه سانس اول 

 تومان است.

 شروع به دویودن می‌کند و دوبراه به نقطۀ   تا نقطۀ  هـ( متحرکی با سرعت ثابت از نقطۀ 

 برمی‌گردد.

 الف( از آنجایی‌ که هر دانش‌آموز یک نهال می‌کارد، تعداد نهال‌های کاشته‌شده با تعداد دانش‌آموزان برابر است، بنابراین تابع موردنظر، تابع همانی است. پاسخ:

             

                   ‌

                  

ب( هزینۀ یک لیتر بنزین عادی در هر زمان از شبانه‌روز مبلغ ثابت  تومان است، بنابراین تابع موردنظر، تابع ثابت است.

xy

۱۰۰۰

۲۰۰۰۳۰۰۰

۱۵۰۰

AB

A

f(x) = x

= {x ∈ N|۱ ≤ x ≤ n( )}Df تعداد دانش‌آموزان

=Rf Df
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ج( به ازای هر ساعت یک لیوان آب چکه می‌کند، پس یک ساعت  لیوان، دو ساعت  لیوان و ...، پس تابع همانی است و داریم:

      

د( با توجه به آنکه قیمت بلیت در مقاطع مختلف تغییر می‌کند، تابع چندضابطه‌ای است.

                  

                  

 شروع به حرکت کرده است و با توجه به آنکه مسیر حرکت به‌صورت رفت و برگشت است، در رفت و برگشت هرکدام یک ضابطۀ خطی نوشته هـ( متحرک از زمان صفر و با فاصلۀ صفر از نقطۀ 

می‌شود پس تابع چندضابطه‌ای است.

تذکر: چون مقدار سرعت و فاصلۀ نقاط  و  مشخص نشده است فقط به رسم نمودار اکتفا کرده و ضابطۀ تابع را نمی‌نویسیم.

                

                     زمان رسیدن دونده به نقطۀ  ‌

                    از نقطۀ    فاصلۀ نقطۀ 

‌f(x) = ۱۰۰۰

= {x ∈ R|۰ < x ≤ ۲۴}Df

= ۱۰۰۰Rf

۱۲

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۲۰۰۰

۳۰۰۰

۱۵۰۰

, ۱ ≤ x ≤ ۳

, ۴ ≤ x ≤ ۷

, ۸ ≤ x ≤ ۹

= {x ∈ N|۱ ≤ x ≤ ۹}Df

= {۱۵۰۰, ۲۰۰۰, ۳۰۰۰}Rf

A

AB

= xBB

= yBBA

 

 کدام‌یک از ضابطه‌های زیر که با نمودار پیکانی نمایش داده شده‌اند، تابع نیست؟ چرا؟   6

( رسم شده است. ( دو پیکان به دو عضو متمایز مجموعۀ دوم )یعنی  و  نمودار پیکانی )ب( نمایشگر تابع نیست، زیرا از یک عضو مجموعۀ اول )یعنی عدد  ۱abپاسخ:

ابتدا با پیکان‌های مناسب رابطۀ خواسته‌شده را کامل کنید.   7

پاسخ:
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در نمودار وِن‌های زیر با توجه به »رابطه‌ای که به هر استان، شهری از خود استان را نسبت می‌دهد.« با فلش مشخص کنید، سپس تعیین کنید

کدام رابطۀ تعریف‌نشده تابع است؟

‌

پاسخ:

از هر استان باید فقط یک پیکان خارج شود، چون پس از استان سیستان و بلوچستان دو پیکانتابع است.

خارج شده است، پس تابع نیست. همچنین از ایلام پیکان خارج نشده است.

رابطه‌ای که به خالق کتاب، کتابش را نسبت می‌دهد.

‌

پاسخ:

              

 از »سعدی« دو پیکان خارج شده و از »عطار« پیکان خارج نشده است، در‌نتیجه تابع

نیست.              

از هر نویسنده فقط یک پیکان خارج شده، در‌نتیجه تابع

است.

6
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حال جدول زیر را با توجه به رابطه‌هایی که در قسمت  و  »تابع« هستند، کامل کنید.

 

‌‌‌با توجه به جدول بالا:

الف( نمایش پیکانی یک رابطه، وقتی تابع است که ..................

ب( نمایش زوج مرتبی یک رابطه، وقتی تابع است که ..................

ج( نمایش مختصاتی یک رابطه، وقتی تابع است که ..................

پاسخ:

‌الف( نمایش پیکانی یک رابطه، وقتی تابع است که از هر عضو دامنه فقط یک پیکان خارج شود.

ب( نمایش زوج مرتبی یک رابطه، وقتی تابع است که هیچ دو زوج مرتب متمایزی دارای مؤلفه‌های اول یکسان نباشند.

ج( نمایش مختصاتی یک رابطه، وقتی تابع است که هر خط موازی محور عرض‌ها، نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع کند.

۱۲

کامل کنید:   8

  پاسخ:

7
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‌       ‌‌

 

پاسخ:

       

                

{ = A = {۲, −۱, −۲} = { , , }
f : A → B

f(x) = − ۱x۲
Df Rf

= {۳, ۰}Rf

f(۲) = ۴ − ۱ = ۳ , f(−۱) = ۱ − ۱ = ۰ , f(−۲) = ۴ − ۱ = ۳

            

     ‌

‌       

پاسخ:

        

       ‌ ‌

B A f = {− , ۰, ۲} = {− , ۰, به{۶ تابعی خطی از Df
۱

۲
Rf

۳

۲

f(x) =

(− ) × ۳ = − , ۰ × ۳ = ۰ , ۲ × ۳ = ۶ ⇒ f(x) = ۳x
۱

۲

۳

۲

8
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  ‌

 

پاسخ:

           

            ‌ ‌

= { , , } = {۱, , }
⎧

⎩
⎨

f : A → B

f(x) =
۱

x

Df Rf

۱

۲

۱

۵

= {۱, ۲, ۵}Df

= ۱ ⇒ x = ۱ , = ⇒ x = ۲ , = ⇒ x = ۵
۱

x

۱

x

۱

۲

۱

x

۱

۵

          

   

‌         

طول نقاط روی نمودار برابر  و عرض نقاط برابر  است. پاسخ:

‌

{ = { , , } = { , }
f : A → B

f(x) = (x − ۱)۲
Df Rf

DfRf

= {۰, ۱, ۲}Df

= {۰, ۱}Rf

اگر  و  باشد با توجه به نمایش تابع در هر قسمت جاهای خالی را کامل کنید.   9

     پاسخ:

A = {− , ۱, ۲}
۱

۲
{
f : A → B

F(x) = ۲ + ۱x۲

 

 با توجه به نمایش پیکانی کامل کنید.

9
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پاسخ:

 

‌

جای خالی مجموعۀ  دقیقاً یک پیکان خارج شده است.

B = { , ۳, ۹}
۳

۲

A

با توجه به نمایش زوج مرتبی  آنگاه:  و ‌

پاسخ:

f {(⋯ ⋅, ), (۱, ⋯ ⋅), (⋯ ⋅, ۹)}
۳

۲
= { , ⋯ ⋅, ۹}Rf

۳

۲
= {⋯ ⋅, ۱, ⋯ ⋅}Df

f = {(− , ), (۱, ۳), (۲, ۹)}
۱

۲

۳

۲

= {− , ۱, ۲} , = { , ۳, ۹}Df

۱

۲
Rf

۳

۲

 

 با توجه به نمایش مختصاتی آن دامنه و برد تابع را بنویسید.‌

پاسخ:

 دامنۀ تابع

 ‌برد تابع

{− , ۱, ۲}
۱

۲

{ , ۳, ۹}
۳

۲

نمودار زیر قطاری را نشان می‌دهد که از تهران به مشهد رفته است.‌   10
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‌ 

     پاسخ:

مفهوم قسمت‌هایی که نمودار تابع ثابت است چیست؟ 

توقف در ایستگاه‌ها با تابع ثابت نمایش داده شده است. پاسخ:

ضابطه تابع »مکان ـ زمان« قطار از لحظۀ رسیدن به شاهرود تا لحظۀ ترک نیشابور را به دست آورید.

پاسخ:

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۱۲۵x

۲۵۰

۱۰۰x

۴۵۰

۱۵۰x − ۳۰۰

۸۲۵

۱۲۰x − ۱۳۵

,

,

,

,

,

,

,

۰ ≤ x < ۲

۲ ≤ x < ۲٫۵

۲٫۵ ≤ x < ۴٫۵

۴٫۵ ≤ x < ۵

۵ ≤ x < ۷٫۵

۷٫۵ ≤ x < ۸

۸ ≤ x ≤ ۹

اگر قطار مطابق ضابطه بخش  و بدون توقف در نیشابور به مسیر خود ادامه دهد، در چه زمانی به مشهد می‌رسد؟

پاسخ:

۵

۱۵۰x − ۳۰۰ = ۹۴۵ ⇒ ۱۵۰x = ۱۲۴۵ ⇒ x = ۸٫۳

در آمد فروشگاه از توقفگاه را از روز شنبه تا چهارشنبه در دو حالت زیر مقایسه کنید.   11

 تومان برای هر خودرو که مستقل از روز و ساعت ورود به توقفگاه است الف: قبل از هوشمندسازی و بر اساس هزینۀ ثابت 

ب: بر اساس هوشمندسازی

الف( تعداد کل خودروهای ورودی به توقفگاه از شنبه تا چهارشنبه برابر  تا است. پاسخ:

ب( براساس هوشمندسازی در هر دو حالت از اطلاعات جدول  استفاده کنید.

‌

‌درآمد فروشگاه در حالت هوشمندسازی شده، بیشتر است.

۷۰۰

۱۰۴۳۰

‌= × ۷۰۰ = ۱۰۴۳۰ × ۷۰۰ = ۷, ۳۰۱, هزینه۰۰۰ تعداد خودرو تومان

۱

= ۰ = ۱۷۷۰ × ۵۰۰ = ۸۸۵۰۰۰ = ۲۶۶۰ × ۱۰۰۰ = شنبه۲۶۶۰۰۰۰ یکشنبه و دوشنبه و

= ۱۲۲۰ × ۵۰۰ + ۱۳۶۰ × ۱۵۰۰ = ۶۱۰۰۰۰ + ۲۰۴۰۰۰۰ = سه‌شنبه۲۶۵۰۰۰۰

= ۰ + ۱۸۰ × ۵۰۰ + ۲۷۰ × ۱۰۰۰ + ۳۵۰ × ۱۵۰۰ + ۴۹۰ × ۲۰۰۰ + ۵۷۰ × ۲۵۰۰ + ۶۸۰ × ۳۰۰۰ = چهارشنبه۵۳۳۰۰۰۰

= ۸۸۵۰۰۰ + ۲۶۶۰۰۰۰ + ۲۶۵۰۰۰۰ + ۵۳۳۰۰۰۰ = ۱۱, ۵۲۵, کل درآمد۰۰۰

11
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اگر هزینۀ توقفگاه در روز جمعه براساس مدت‌ زمان سپری‌شده از بازگشایی فروشگاه از ساعت  صبح از تابع    12

‌

‌پیروی کند، با رسم نمودار تابع، هزینۀ توقفگاه هر خودرو را با توجه به ساعت و زمان ورودش به توقفگاه به کمک نمودار تابع محاسبه کنید. )هر واحد

ها معادل  تومان است(. بر روی محور 

پاسخ:

 ‌برای خودروهایی که از ساعت  تا  صبح مانده‌اند  واحد )معادل  تومان( و خودروهایی که تا ساعت  غروب

مانده‌اند به‌طور مثال خودرویی که تا ساعت  مانده  یعنی  تومان دریافت

می‌شود و برای خودروهایی که بعد از ساعت  خروج کرده‌اند رایگان است.

۸

C(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱

x + ۱

۰

۰ ≤ x < ۲

۲ ≤ x < ۱۰

۱۰ ≤ x ≤ ۱۲

y۵۰۰

۸۱۰۱۵۰۰۱۸

۱۴(۱۴ − ۸ = ۶)۶ × ۵۰۰ = ۳۰۰۰

۱۸

 چهارشنبه: در این روز با توجه به جدول‌های  و  صفحۀ  کتاب درسی ضابطۀ تابع به‌صورت زیر مشخص می‌شود: 13

‌

( نمودار این تابع را رسم کنید:‌

 

( درآمد توقفگاه فروشگاه در این روز چقدر است؟

‌ ) پاسخ:

۱۲۲۵

C(n) = ⇔ C(n) = {

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۰

۵۰۰

۱۰۰۰

۱۵۰۰

۲۰۰۰

۲۵۰۰

۳۰۰۰

۱ ≤ n ≤ ۶

n = ۷

n = ۸

n = ۹

n = ۱۰

n = ۱۱

n = ۱۲

۰

(n − ۶) × ۵۰۰

۱ ≤ n ≤ ۶

۷ ≤ n ≤ ۱۲

۱

۲

۱

12
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۲( درآمد توقفگاه فروشگاه در این روز چقدر است؟

۱۸۰ × ۵۰۰ + ۲۷۰ × ۱۰۰۰ + ۳۵۰ × ۱۵۰۰ + ۴۹۰ × ۲۰۰۰ + ۵۷۰

× ۲۵۰۰ + ۶۷۰ × ۳۰۰۰ = ۵, ۳۰۰, ۰۰۰ تومان

با استفاده از جدول  و  همانند روزهای شنبه و یکشنبه، نمودار زیر را برای روز دوشنبه کامل کنید و دامنه و برد و ضابطۀ تابع را مشخص   14

کنید.

توجه داشته باشید که در این نمودار محور  برخلاف روزهای شنبه و یکشنبه بیانگر زمان ورود خودرو به توقفگاه است.

‌

‌‌

الف( دامنۀ نمودار در روز دوشنبه چه تفاوتی با دامنه نمودار در روزهای شنبه و یکشنبه دارد؟

ب( تفاوت این دامنه‌ها چه تأثیری بر نمودار تابع دارد؟ چرا؟

پاسخ:

‌

الف( دامنه تابع در روز دوشنبه زیرمجموعۀ اعداد حقیقی است و در روزهای شنبه و یکشنبه زیرمجموعۀ اعداد طبیعی است.

ب( به‌صورت خطی افقی رسم می‌شود زیرا دامنۀ تابع از مجموعۀ اعداد حقیقی انتخاب می‌شود نه اعداد طبیعی 

امین ساعت کاری فروشگاه دامنه است و در روز دوشنبه زمان ورود به توقفگاه دامنه است.( )دقت کنید که در نمودار روزهای شنبه و یکشنبه 

۱۲

x

{ D = {x ∈ R| } R = { }
C : A → B

C(x) =

{ D = {x ∈ R|۰ ≤ x ≤ ۲۰} R = {۱۰۰۰}
C : A → B

C(x) = ۱۰۰۰

n

اگر  یک تابع ثابت با دامنۀ دو عضوی و  و  باشد، مقدار  را به دست آورید.   15

‌

fn ∈ Nmm + t

f = {(−۱, − ۲n), (m − ۴, ۳), (m + n, t)}n۲
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پاسخ:

  و  تابع را بازنویسی می‌کنیم: ‌با توجه به 

‌

چون  دو عضوی است، پس:

‌

‌یا

غیرممکن 

‌یا

غیرقابل قبول 

‌

t = ۳

− ۲n = ۳ ⇒ − ۲n − ۳ = ۰ ⇒ (n + ۱)(n − ۳) = ۰n۲ n۲

⇒
⎧

⎩
⎨

n = −۱ ∉ N غ ق ق

n = ۳ ∈ N ق ق

t = ۳n = ۳

f = {(−۱, ۳), (m − ۴, ۳), (m + ۳, ۳)}

f

m − ۴ = −۱ ⇒ m = ۳

m − ۴ = m + ۳ ⇒ −۴ = ۳

m + ۳ = −۱ ⇒ m = −۴ ∉ N

⇒ m + t = ۳ + ۳ = ۶

در هر یک از زوج‌مرتب‌های زیر  را به‌گونه‌ای تعیین کنید که زوج‌مرتب داده‌شده روی نیمساز ناحیۀ اول و سوم باشد.   16

الف( 

‌

ب(

‌

الف(  پاسخ:

‌

‌ب( 

‌

n ∈ N

(۲, − ۳n + ۴)n۲

(−۱, − ۴n + ۲)n۲

− ۳n + ۴ = ۲ ⇒ − ۳n + ۲ = ۰ ⇒ (n − ۱)(n − ۲) = ۰ ⇒ {n۲ n۲
n = ۱

n = ۲

−۱ = − ۴n + ۲ ⇒ − ۴n + ۳ = ۰ ⇒ (n − ۱)(n − ۳) = ۰ ⇒ {n۲ n۲ n = ۱

n = ۳

: در تابع ثابت    17

،  و  را مشخص کنید. الف( مقادیر 

ب( اگر در این تابع  باشد،  چه مقادیری را اختیار می‌کند؟

الف(  پاسخ:

‌

‌ب( 

‌

f(x) = c

f(a)f(b)f(a + b)

f(a + b) = f(a) × f(b)c

f(a) = c f(b) = c f(a + b) = c، و

c = c × c ⇒ − c = ۰ ⇒ c(c − ۱) = ۰ ⇒ {c۲
c = ۰

c = ۱

اگر  یک تابع همانی باشد، میانگین  و  و  را به دست آورید.   18

پاسخ:

A = {(a, ۱), (b, ۲), (c, ۵)}abc

a = ۱ , b = ۲ , c = ۵

⇒ = =x̄
۱ + ۲ + ۵

۳

۸

۳

کدام‌یک از نمایش‌های پیکانی زیر یک تابع ثابت را معرفی می‌کند؟‌   19
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پاسخ:

کدام‌یک از گزاره‌های زیر درست است؟ چرا؟    20

الف( اگر دامنه و برد یک تابع برابر باشد، آن تابع همانی است.

ب( اگر دامنۀ یک تابع همانی مجموعۀ اعداد حقیقی باشد، آنگاه حاصل  همواره برابر صفر است.

. ج( اگر  یک تابع ثابت باشد، آنگاه 

الف( نادرست: زیرا می‌توان تابع  را در نظر گرفت که دامنه و برد یکسان دارد اما همانی نیست. پاسخ:

ب( درست؛ زیرا: 

‌

ج( نادرست می‌توان مثال زیر را در نظر گرفت

‌

‌تذکر )تساوی فوق فقط به‌ازای  و یا  برقرار است.(

f(x) + f(−x)

ff(kx) = kf(x)

{(۱, ۲), (۲, ۱)}

f(x) + f(−x) = x − x = ۰

{
f(x) = ۵

k = ۲

⇒ f(kx) = ۵ , kf(x) = ۲ × ۵ = ۱۰

k = ۱f(x) = ۰

(، نمودار زیر را کامل کنید.‌ ( و هزینۀ دریافتی مطابق جدول ) یکشنبه: با توجه به میانگین خودروهای ورودی در جدول )   21

 

پاسخ:

 

۱۲

به کمک تعریف تابع جزء صحیح و با استفاده از محور اعداد، حاصل عبارت‌های خواسته شده را به‌دست آورید.   22

                        

              

 

پاسخ:

                        

[۲] [۲٫۷] [−۲٫۷]

[۰٫۷] [−۰٫۷] [−۰٫۰۷]

[−۳٫۲] [−π] [−۲٫۲]

[۲] = ۲

15
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                  ‌  

            ‌  

                   ‌  

            ‌  

          ‌  

             ‌  

                 ‌  

               

[۲٫۷] = ۲

[−۲٫۷] = −۳

[۰٫۷] = ۰

[−۰٫۷] = −۱

[−۰٫۰۷] = −۱

[−۳٫۲] = −۴

[−π] = −۴

[−۲٫۲] = −۳

16
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، جدول زیر را کامل کنید. با توجه به تابع    23g(x) = [x]
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پاسخ:
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 هر کدام از نمودارهای توابع سمت چپ  را به تصویری که بیانگر آن مفهوم است، مرتبط کنید.‌ 24

  پاسخ:

نمودار زیر مدل ریاضی چه مفهومی را بیان می‌کند؟ محورهای  و  بیانگر چه کمیت‌هایی هستند؟ واحدهای آنها را مشخص کنید. ضابطۀ تابع   25

را بنویسید؟

xy

19
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تعداد روزها در ماه‌های مختلف سال محور طول‌ها  نشان‌دهندۀ تعداد روزها و محور عرض‌ها  نشان‌دهندۀ ماه‌های سال است. ضابطۀ تابع به‌صورت مقابل است. پاسخ:

‌

(x)(y)

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۱

۲

۳

۴

۵

۶

۷

۸

۹

۱۰

۱۱

۱۲

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

۰ < x ≤ ۳۱

۳۱ < x ≤ ۶۲

۶۲ < x ≤ ۹۳

۹۳ < x ≤ ۱۲۴

۱۲۴ < x ≤ ۱۵۵

۱۵۵ < x ≤ ۱۸۶

۱۸۶ < x ≤ ۲۱۶

۲۱۶ < x ≤ ۲۴۶

۲۴۶ < x ≤ ۲۷۶

۲۷۶ < x ≤ ۳۰۶

۳۰۶ < x ≤ ۳۳۶

۳۳۶ ≤ x ≤ ۳۶۵

بر اساس ضابطۀ تابع پلکانی  نمودار آن را رسم کنید. دامنه و برد آن را مشخص کنید.   26

           

              ‌

پاسخ:

             

                  ‌

‌

y = f(x)

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱ , x > ۰

۰ , x = ۰

−۱ , x < ۰

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱ , x > ۰

۰ , x = ۰

−۱ , x < ۰

= R , = {−۱, ۰, ۱}Df Rf

20
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 جدول مالیاتی زیر را که توسط هیئت مدیرۀ یک شرکت برای سال جدید مالی آماده و تصویب شده است، در نظر بگیرید: 27

نرخ مالیات )درصد(حقوق ماهیانه )تومان(

معاف از مالیاتحقوق  تا 

مازاد بر  تا 

مازاد بر  تا 

مازاد بر 

الف( نمودار پیکانی متناظر با جدول مالیاتی را رسم کنید.

ب( به کمک نمودار پلکانی و محاسبۀ سطح متناظر با هریک از حقوق‌های ماهیانه، مبلغ مالیات هرکدام از کارمندان زیر را محاسبه کنید.

کارمندی با حقوق  تومان

کارمندی با حقوق  تومان

کارمندی با حقوق  تومان

الف( پاسخ:

ب‌( مالیات کارمندی با حقوق  تومان حساب می‌نماییم.

با توجه به جدول مالیاتی، کارمندان با حقوق تا  تومان معاف از مالیات است، بنابراین کارمندی با حقوق  تومان معاف از مالیات بوده و مبلغ پرداختی و سطح متناظر با

نمودار پلکانی آن صفر خواهد بود.

مالیات کارمندی با حقوق  تومان را حساب می‌نماییم:

 مساحت

 مساحت

تومان  مبلغ مالیات

 تومان مالیات پرداخت می‌کند. یعنی براساس نمودار پلکانی متناظر با جدول مالیاتی، کارمندی با حقوق  تومان، مبلغ 

مالیات کارمندی با حقوق  تومان را حساب می‌نماییم:

۱٫۳۰۰٫۰۰۰

۱٫۳۰۰٫۰۰۰۲٫۵۰۰٫۰۰۰۱۰

۲٫۵۰۰٫۰۰۰۴٫۵۰۰٫۰۰۰۱۵

۴٫۵۰۰٫۰۰۰۲۵

۱٫۲۰۰٫۰۰۰

۲٫۴۰۰٫۰۰۰

۶٫۰۰۰٫۰۰۰

۱٫۲۰۰٫۰۰۰

۱٫۳۰۰٫۰۰۰۱٫۲۰۰٫۰۰۰

۲٫۴۰۰٫۰۰۰

= ۰A۱

= × = (۲٫۴۰۰٫۰۰۰ − ۱٫۳۰۰٫۰۰۰) × = ۱٫۱۰۰٫۰۰۰ × = ۱۱۰٫۰۰۰A۲ طول عرض
۱۰

۱۰۰

۱۰

۱۰۰

= + = ۰ + ۱۱۰٫۰۰۰ = ۱۱۰٫۰۰۰A۱ A۲

۲٫۴۰۰٫۰۰۰۱۱۰٫۰۰۰

۶٫۰۰۰٫۰۰۰

21
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 مساحت

مساحت

  مساحت

  مساحت

تومان  مبلغ مالیات

یعنی براساس نمودار پلکانی متناظر با جدول مالیاتی، کارمندی با حقوق  تومان مبلغ  تومان مالیات پرداخت می‌کند.

= ۰A۱

= (۲٫۵۰۰٫۰۰۰ − ۱٫۳۰۰٫۰۰۰) × = ۱٫۲۰۰٫۰۰۰ × = ۱۲۰٫۰۰۰A۲

۱۰

۱۰۰

۱

۱۰

= (۴٫۵۰۰٫۰۰۰ − ۲٫۵۰۰٫۰۰۰) × = ۲٫۰۰۰٫۰۰۰ × = ۳۰۰٫۰۰۰A۳

۱۵

۱۰۰

۱۵

۱۰۰

= (۶٫۰۰۰٫۰۰۰ − ۴٫۵۰۰٫۰۰۰) × = ۱٫۵۰۰٫۰۰۰ × = ۳۷۵٫۰۰۰A۴

۲۵

۱۰۰

۲۵

۱۰۰

= + + + = ۰ + ۱۲۰٫۰۰۰ + ۳۰۰٫۰۰۰ + ۳۷۵٫۰۰۰ = ۷۹۵٫۰۰۰A۱ A۲ A۳ A۴

۶٫۰۰۰٫۰۰۰۷۹۵٫۰۰۰

با توجه به تعریف تابع جزء صحیح، جدول زیر را کامل کنید.   28

     ضابطۀ تابع مقدار  مقدار 

  
   

 

 

‌

 

 

پاسخ:

  ‌)الف

 ‌)ب

 )ج

روش دوم:

‌

f(x)x

x = −۲٫۳

x = ۵

f(x) = [x]

x = ۱٫۷

x = ۲٫۳

f(x) = [−x]

x = ۱

x = ۱٫۳

x = ۱٫۷

x = ۲

f(x) = [x] + [−x]

x = ۱

x = ۰٫۲

x = ۱٫۳

f(x) = [۳x]

f(x) = [x]

f(−۲٫۳) = [−۲٫۳] = −۳

f(۵) = [۵] = ۵

f(x) = [−x]

f(۱٫۷) = [−۱٫۷] = −۲

f(۲٫۳) = [۲٫۳] = ۲

f(x) = [x] + [−x]

f(۱) = [۱] + [−۱] = ۱ + (−۱) = ۱ − ۱ = ۰

x = ۱ ∈ Z ⇒ f(x) = ۰

f(۱٫۳) = [۱٫۳] + [−۱٫۳] = ۱ + (−۲) = ۱ − ۲ = −۱
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روش دوم:

‌

روش دوم:

‌

روش دوم:

‌

x = ۱٫۳ Z ⇒ f(x) = −۱∈

f(۱٫۷) = [۱٫۷] + [−۱٫۷] = ۱ + (−۲) = ۱ − ۲ = −۱

x = ۱٫۷ Z ⇒ f(x) = −۱∈

f(۲) = [۲] + [−۲] = ۲ + (−۲) = ۲ − ۲ = ۰

x = ۲ ∈ Z ⇒ f(x) = ۰

)f(x) = [۳x]د

f(۱) = [۳ × ۱] = [۳] = ۳

f(۰٫۲) = [۳ × ۰٫۲] = [۰٫۶] = ۰

f(۱٫۳) = [۳ × ۱٫۳] = [۳٫۹] = ۳

                      

به کمک تعریف تابع جزء صحیح و با استفاده از محور زیر حاصل عبارت‌های زیر را به‌ دست آورید.   29

پاسخ:

                      

                      

                      

                      

                      

) :یادآوری(

[۳٫۹۹] = .......[−۴٫۲] = .......[۴٫۲] = .......

[π] = .......[−۲] = .......[−۱٫۲] = .......

[۴٫۲] = ۴

[−۴٫۲] = −۵

[۳٫۹۹] = ۳

[−۱٫۲] = −۲

[−۲] = −۲

[π] = ۳

π ≃ ۳٫۱۴

 ‌به کمک نمودار پلکانی رسم‌شده برای محاسبۀ هزینۀ برق مصرفی یک خانه: 30

پاسخ:

هزینۀ  اول چگونه محاسبه می‌شود؟ آیا می‌توانیم مساحتی را در نمودار داده‌شده، مشخص کنیم که این هزینه را تعیین کند؟

پاسخ:

‌ ‌بله، مساحت قسمت هاشورزده در شکل زیر برابر هزینۀ برق مصرفی  اول است.

۱۰۰ kwh

۱۰۰ kwh۱۰۰ × ۴۵۰ = ۴۵۰۰۰

23
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مساحت قسمت هاشور خوردۀ زیر بیانگر چه مفهومی است؟

بیانگر هزینۀ برق مصرف  دوم است یعنی از  تا  کیلووات ساعت. ۱۰۰پاسخ: kwh۱۰۰۲۰۰

هزینۀ کل برق مصرفی این خانه  معادل چه مساحتی است؟ این مساحت را هاشور بزنید و مقدار هزینه را مشخص کنید.

پاسخ:

هزینۀ کل برق مصرفی برابر مجموع مساحت‌های قسمت‌های هاشور زده است.

‌

(۲۴۶٫۲۳kwh)

= ۴۵۰ × ۱۰۰ = ۴۵۰۰۰S۱

= ۵۲۵ × ۱۰۰ = ۵۲۵۰۰S۲

= ۱۱۲۵ × ۴۶٫۲۳ = ۵۲۰۰۸٫۷۵S۳

۴۵۰۰۰ + ۵۲۵۰۰ + ۵۲۰۰۸٫۷۵ = ۱۴۹۵۰۸٫۷۵

24
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با توجه به نمودار:‌   31

الف( شرایط تحویل ندادن به‌موقع پروژه میان پیمانکار و وزارت راه را بیان کنید.

ب( به کمک نقاط مندرج در نمودار، ضابطۀ هریک از نیم‌خط‌ها با شیب مثبت و منفی را به‌ دست آورید.

ج( به کمک تعریف تابع قدرمطلق، دو ضابطه را با یک ضابطه بیان کنید.

د( شیب خط در تابع به‌دست‌آمده در قرارداد میان پیمانکار و وزارت راه چه معنایی دارد؟ افزایش یا

کاهش شیب خط به چه معناست؟

 

الف‌( با توجه به نمودار، پروژه باید در دی ماه  افتتاح شود. اگر اتمام پروژه زودتر یا دیرتر از موعد انجام شود، پیمانکار متعهد است به‌ازای هر یک ماه اختلاف با زمان تحویل، یک پاسخ:

میلیون تومان جریمه پرداخت کند.

ب(

؛ شیب نیم‌خط سمت راست  را تعیین می‌کنیم: گام اول: با استفاده از دو نقطۀ  و 

           

گام دوم: مختصات یک نقطه از خط و شیب خط را در معادلۀ زیر جایگذاری می‌کنیم، تا معادلۀ خط به‌ دست آید.

           

گام سوم: معادلۀ نیم‌خط  را با قرینه کردن نیم‌خط  مشخص می‌کنیم.

ج(

‌

د‌( شیب خط در تابع به‌دست‌آمده در قرارداد میان پیمانکار و وزارت راه، مقدار جریمه را به نسبت مدت زمان تقدم یا تأخر تحویل پروژه بیان می‌کند. افزایش شیب به‌معنای افزایش میزان جریمه

نسبت به واحد زمان است و کاهش شیب به‌معنای کاهش میزان جریمه نسبت به واحد زمان است.

۱۳۹۵

(۰, ۲)(−۲, ۰)(۱)

m = = = = ۱
−y

۲
y

۱

−x۲ x۱

۲ − ۰

۰ − (−۲)

۲

۲

y − = m(x − )y
۰

x۰ − →−−−−−−−−−
( , )=(۰,۲),m=۱x۰ y۰

y − ۲ = ۱(x − ۰) ⇒ y − ۲ = x ⇒ y = x + ۲

(۲)(۱)

y =
⎧

⎩⎨
x + ۲

−(x + ۲)

, x ≥ −۲

, x < −۲

: (۱)

: (۲)

معادلۀ نیم‌خط

معادلۀ نیم‌خط

} ⇒ y = |x + ۲|
y = x + ۲

y = −(x + ۲)

, x ≥ −۲

, x < −۲

نمودار توابع زیر را رسم کنید.   32

 )الف‌  )ب                        

پاسخ:

 )‌الف

y = |۳x + ۱|y = |۲x − ۳|

y = |۲x − ۳| =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۲x − ۳

−(۲x − ۳)

, ۲x − ۳ ≥ ۰ ⇒ ۲x ≥ ۳ ⇒ x ≥
۳

۲

, ۲x − ۳ < ۰ ⇒ ۲x < ۳ ⇒ x <
۳

۲

y = ۲x − ۳ , x ≥
۳

۲

x

y

۳

۲

۰

۳

۳

y = −(۲x − ۳) = −۲x + ۳ , x <
۳

۲

x

y

۰

۳

۱

۱
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y )‌ب = |۳x + ۱| =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

۳x + ۱

−(۳x + ۱) = −۳x − ۱

, ۳x + ۱ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −
۱

۳

, ۳x + ۱ < ۰ ⇒ x < −
۱

۳

y = ۳x + ۱ , x ≥ −
۱

۳

x

y

−
۱

۳

۰

۰

۱

y = −(۳x + ۱) = −۳x − ۱ , x < −
۱

۳

x

y

−۱

۲

−۲

۵
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با توجه به نمودارهای زیر، کدام نمودار، تابع »الف« و کدام نمودار، تابع »ب« را مشخص می‌کند؟ چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟   33

             

               )الف

               )ب

             

 )الف               

 )ب               

           

 )الف               

 )ب               

روش اول: پاسخ:

 )‌الف

ها )بالا( انتقال دهیم. روش دوم: برای رسم نمودار تابع  کافیست نمودار تابع  را دو واحد به‌سمت مثبت محور 

‌

 )ب

روش اول:

y = |x| + ۲

y = |x| − ۳

y = |x + ۱|

y = |x − ۴|

y = −|x|

y = −|x| + ۱

y = |x| + ۲ = {
x + ۲

−x + ۲

, x ≥ ۰

, x < ۰

y = |x| + ۲y = |x|y

y = |x| − ۳ = {
x − ۳

−x − ۳

, x ≥ ۰

, x < ۰
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ها )پایین( انتقال دهیم. روش دوم: برای رسم نمودار تابع  کافیست نمودار تابع  را سه واحد به‌سمت منفی محور 

‌

روش اول:

‌ )‌الف

خطوط  و  را در دامنۀ تعریف به تفکیک رسم نموده و درنهایت نمودار تابع اصلی را رسم می‌کنیم.

ها )سمت چپ( انتقال دهیم. ، کافیست نمودار تابع  را یک واحد به‌سمت منفی محور  روش دوم: برای رسم نمودار تابع 

روش اول:

‌ )‌ب

خطوط  و  را در دامنۀ تعریف به تفکیک رسم نموده و درنهایت نمودار تابع اصلی را رسم می‌کنیم.

y = |x| − ۳y = |x|y

y = |x + ۱| = {
x + ۱

−(x + ۱)

, x + ۱ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۱

, x + ۱ < ۰ ⇒ x < −۱

(۱)

(۲)
(۱)(۲)

(۱) y = x + ۱ , x ≥ −۱
x

y

−۱

۰

۰

۱

(۲) y = −(x + ۱) , x < −۱
x

y

−۲

۱

−۳

۲

y = |x + ۱|y = |x|x

y = |x − ۴| = {
x − ۴

−(x − ۴)

, x − ۴ ≥ ۰ ⇒ x ≥ ۴

, x − ۴ < ۰ ⇒ x < ۴

(۱)

(۲)
(۱)(۲)

(۱) y = x − ۴ x ≥ ۴
x

y

۴

۰

۵

۱

(۲) y = −(x − ۴) = −x + ۴ x < ۴
x

y

۳

۱

۲

۲
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ها )سمت راست( انتقال دهیم. ، کافیست نمودار تابع  را چهار واحد به‌سمت مثبت محور  روش دوم : برای رسم نمودار تابع 

‌‌

روش اول: 

‌ )الف

خطوط  و  را در دامنۀ تعریف به تفکیک رسم نموده و درنهایت نمودار تابع اصلی را رسم می‌کنیم.

ها( قرینه کنیم. ‌روش دوم: برای رسم نمودار تابع  کافیست نمودار تابع  را نسبت به محور طول‌ها )

 )‌ب

پاسخ: برای رسم نمودار تابع  نمودار تابع  را نسبت به محور طول‌ها قرینه کرده و یک واحد به بالا انتقال می‌دهیم.

‌‌

y = |x − ۴|y = |x|x

y = − |x| = {
−x

−(−x) = x

, x ≥ ۰

, x < ۰

(۱)

(۲)
(۱)(۲)

(۱) y = −x x ≥ ۰
x

y

۰

۰

۱

−۱

(۲) y = x x < ۰
x

y

−۱

−۱

−۲

−۲

y = − |x|y = |x|x

y = − |x| + ۱

y = − |x| + ۱y = |x|

y = − |x| + ۱ y = |x|← −−−−−−−−−−−
یک واحد به بالا انتقال می‌دهیم

قرینه و ها  x نسبت به محور

پلی که روی رودخانۀ سیمینه‌رود در استان آذربایجان غربی ساخته شده، طبق قرارداد میان پیمانکار و وزارت راه باید در اردیبهشت  افتتاح   34

شود. اگر احداث زودتر از موعد مقرر انجام شود به دلیل نگهداری و عدم استفاده موجب خسارت است و همچنین تاخیر در تحویل موجب ضرر وزارت

راه

۹۷

29
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است و براساس قرارداد به‌ازای هر یک ماه اختلاف با زمان تحویل پیمانکار متعهد است یک میلیون تومان جریمه پرداخت کند. با توجه به نمودار:

     پاسخ:

شرایط تحویل ندادن به‌موقع پروژه میان پیمانکار و وزارت راه را بیان کنید.

             

اگر پروژه را در ماه دوم )اردیبهشت( تحویل دهند، جریمه نمی‌شوند؛ ولی به‌ازای هر زمان در تأخیر تحویل پروژه، جریمه پرداخت خواهند کرد. پاسخ:

به کمک نقاط مندرج در نمودار، ضابطۀ هریک از نیم‌خط‌ها با شیب مثبت و منفی را به‌ دست آورید.

برای قسمت اول )ابتدای سال تا اردیبهشت( با استفاده از دو نقطه  و  داریم: پاسخ:

 شیب خط

 :معادلۀ خط

‌برای قسمت دوم )اردیبهشت تا تیر( با استفاده از دو نقطه  و  داریم:

‌ شیب خط

 :معادلۀ خط

(۰, ۴)(۲, ۰)

= = = −۲ ۴
۴ − ۰

۰ − ۲

۴

−۲
:عرض از مبدأ

y = −۲x + ۴ x < ۲

(۴, ۴)(۲, ۰)

= = = ۲ − ۴
۴ − ۰

۴ − ۲

۴

۲
:عرض از مبدأ

y = ۲x − ۴ x ≥ ۲

به کمک تعریف تابع قدرمطلق، تابع دو ضابطه‌ای  را با یک ضابطه بیان کنید.

پاسخ:

f(x) = {
۲x − ۴ , x ≥ ۲

−۲x + ۴ , x < ۲

f(x) = { → f(x) = |۲x − ۴|
۲x − ۴ , x ≥ ۲

−۲x + ۴ , x < ۲

شیب خط در تابع به‌دست‌آمده در قرارداد میان پیمانکار و وزارت راه چه معنایی دارد؟

اگر شیب خط مثبت باشد، یعنی تأخیر در زمان تحویل پروژه و اگر شیب خط منفی باشد، یعنی تحویل پروژه زودتر انجام شده است. پاسخ:

به سوالات زیر پاسخ دهید.   35

پاسخ:

نمودار  را رسم کنید. 

ابتدا تابع قدرمطلقی را به‌صورت دوضابطه‌ای می‌نویسیم: پاسخ:

y = |x − ۴|

y = |x − ۴|

y = {
x − ۴ , x ≥ ۴

−(x − ۴) , x ≤ ۴

30
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، نمودار  را رسم کرد؟ چگونه؟  آیا می‌توان بدون نوشتن تابع دوضابطه‌ای، براساس نمودار 

بله می‌توان با انتقال دادن نمودار مختصاتی تابع  به اندازۀ  واحد به سمت راست روی محور طول‌ها نمودار مختصاتی تابع  را به‌ دست آورد.  پاسخ:

y = |x|y = |x − ۴|

y = |x|۴y = |x − ۴|

نمودار  و  را با انتقال رسم کنید. 

پاسخ:

y = |x − ۳|y = |x + ۱|

نمودار  را چگونه می‌توان براساس نمودار  رسم نمود؟

برای رسم نمودار مختصاتی تابع  می‌توان نمودار مختصاتی تابع  را یک واحد به سمت بالا روی محور عرض‌ها انتقال داد.‌ پاسخ:

‌

y = |x| + ۱y = |x|

y = |x| + ۱y = |x|

  باشد، توابع زیر را مشخص کنید. اگر  و    36

‌

ابتدا اشتراک دامنه‌های دو تابع  و  را مشخص می‌کنیم. پاسخ:

‌

f = {(۲, ۰), (۴, −۱), (−۱, ۳)}g = {(۲, ۵), (۳, −۱), (−۱, ۲)}

‌f + g ( الف

‌ (
g

f
ج

‌f − g ( هـ

‌f × g ( ب

‌ (
f

g
د

g − f ( و
fg

) = {۲, ۴, −۱} , Dg = {۲, ۳, الف{۱− Df

31

2
ل 

ص
ی ف

سان
1 ان

1

مرجع آموزشی فرخی



‌

با توجه به اینکه   است، دامنه تابع  به صورت  است.

‌

∩ = {۲, −۱}Df Dg

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ⇒ {
(f + g)(۲) = f(۲) + g(۲) = ۰ + ۵ = ۵

(f + g)(−۱) = f(−۱) + g(−۱) = ۳ + ۲ = ۵

⇒ (f + g) = {(۲, ۵), (−۱, ۵)}

)(f × g)(x) = f(x) × g(x) ⇒ ب}
(f × g)(۲) = f(۲) × g(۲) = ۰ × ۵ = ۰

(f × g)(−۱) = f(−۱) × g(−۱) = ۳ × ۲ = ۶

⇒ f × g = {(۲, ۰), (−۱, ۶)}

) = ∩ − {x|f(x) = ج{۰ D g

f

Dg Df

f(۲) = ۰
g

f
{−۱}

( )(x) = = {( )(−۱) = =
g

f

g(x)

f(x)

g

f

g(−۱)

f(−۱)

۲

۳

) = ∩ − {x|g(x) = ۰} = {۲, د{۱− D f

g

Df Dg

( )(x) = ⇒
f

g

f(x)

g(x)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

( )(۲) = = = ۰
f

g

f(۲)

g(۲)

۰

۵

( )(−۱) = =
f

g

f(−۱)

g(−۱)

۳

۲

⇒ = {(۲, ۰), (−۱, )}
f

g

۳

۲

)(f − g)(x) = f(x) − g(x) = هـ}
(f − g)(۲) = f(۲) − g(۲) = ۰ − ۵ = −۵

(f − g)(−۱) = f(−۱) − g(−۱) = ۳ − ۲ = ۱

⇒ f − g = {(۲, −۵), (−۱, ۱)}

)(g − f)(x) = g(x) − f(x) ⇒ و}
(g − f)(۲) = g(۲) − f(۲) = ۵ − ۰ = ۵

(g − f)(−۱) = g(−۱) − f(−۱) = ۲ − ۳ = −۱

⇒ g − f = {(۲, ۵), (−۱, −۱)}

: با توجه به ضابطه‌های  و    37

پاسخ:

         

(x) = − ۱f۱ x۲(x) = x + ۱f۲
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ضابطۀ توابع زیر را به‌دست آورید:‌

‌

 

پاسخ:

‌

a) (x) = ( + )(x) = ( − ۱) + (X + ۱) =f۳ f۱ f۲ X۲

b) (x) = ( − )(x)f۴ f۱ f۲

c) (x) = ( − )(x)f۵ f۲ f۱

d) (x) = ( × )(x)f۶ f۱ f۲

e) (x) = ( )(x)f۷

f۱

f۲

f) (x) = ( )(x)f۸

f۲

f۱

a) (x) = (x) + (x) = ( − ۱) + (x + ۱) = + xf
۳

f
۱

f
۲

x۲ x۲

⇒ (x) = + xf۳ x۲

b) (x) = (x) − (x) = − ۱ − (x + ۱) = − ۱ − x − ۱ = − x − ۲f۴ f۱ f۲ x۲ x۲ x۲

⇒ (x) = − x − ۲f
۴

x۲

c) (x) = (x) − (x) = x + ۱ − ( − ۱) = x + ۱ − + ۱ = − + x + ۲f۵ f۲ f۱ x۲ x۲ x۲

⇒ (x) = − + x + ۲f۵ x۲

d) (x) = (x) × (x) = ( − ۱)(x + ۱) = + − x − ۱f۶ f۱ f۲ x۲ x۳ x۲

⇒ (x) = + − x − ۱f
۶

x۳ x۲

e) (x) = = = x − ۱f
۷

(x)f۱

(x)f۲

− ۱x۲

x + ۱

(x − ۱)(x + ۱)

x + ۱
=

x≠−۱

⇒ (x) = x − ۱, x ≠ −۱f۷

f) (x) = = =f۸

(x)f
۲

(x)f۱

x + ۱

− ۱x۲

x + ۱

(x − ۱)(x + ۱)
=

x≠−۱ ۱

x − ۱

⇒ (x) = , x ≠ −۱f۸

۱

x − ۱
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اگر مقادیر تابع‌های  تا   به‌ازای  نمادهای وزنه‌های کفه‌های ترازو باشند، چرا دو کفۀ ترازو با هم برابرند؟ از این پاسخ چه

نتیجه‌ای به‌‌ دست می‌آید؟ 

‌

پاسخ:

  مقادیر دو کفه ترازو را به‌‌ دست می‌آوریم:   به‌ازای  حال با توجه به ضابطۀ توابع  تا 

کفه چپ ترازو از بالا به پایین برابر است با:

مجموع کفۀ سمت چپ برابر است با:

‌

کفۀ راست ترازو از بالا به پایین برابر است با:

‌

f۳f۸x = ۲

f
۱

f
۸

x = ۲

(x) = + − x − ۱ ⇒ (۲) = + − ۲ − ۱ = ۸ + ۴ − ۲ − ۱ = ۹f۶ x۳ x۲ f۶ ۲
۳

۲
۲

⇒ (۲) = ۹f۶

(x) = − ۱ ⇒ (۲) = − ۱ = ۳f
۱

x۲ f
۱

۲
۲

(x) = x + ۱ ⇒ (۲) = ۲ + ۱ = ۳f۲ f۲

⇒ (۲) + (۲) = ۳ + ۳ = ۶f۱ f۲

(x) = − x − ۲ ⇒ (۲) = − ۲ − ۲ = ۴ − ۲ − ۲ = ۰f
۴

x۲ f
۴

۲
۲

(۲) = ۰ ⇒ (۲) = ۰f۴
∣∣f۴

∣∣

(۲) = ۳, (۲) = ۳ ⇒ (۲) − (۲) = |۳ − ۳| = ۰f۲ f۱
∣∣f۲ f۱

∣∣

(x) = x − ۱ ⇒ (۲) = ۲ − ۱ = ۱ ⇒ (۲) = ۱f۷ f۷ f۷

(۲) = ۳, (۲) = ۳ ⇒ = = ۱f۲ f۱

(۲)f۲

(۲)f۱

۳

۳

+ ( + ) + + − + + = ۹ + ۶ + ۰ + ۰ + ۱ + ۱ = ۱۷f۶ f۱ f۲
∣∣f۴

∣∣ ∣∣f۲ f۱
∣∣ f۷

f
۲

f۱

(۲) = ۳ , (۲) = ۳f
۱

f
۲

(۲) − (۲) = |۳ − ۳| = ۰ ⇒ (۲) − (۲) = ۰∣∣f۱ f۲
∣∣ ∣∣f۱ f۲

∣∣

(x) = − + x + ۲ ⇒ (۲) = − + ۲ + ۲ = −۴ + ۲ + ۲ = ۰ ⇒ (۲) = |۰| = ۰f۵ x۲ f۵ ۲
۲ ∣∣f۵

∣∣

(۲) = ۳ , (۲) = ۳f۱ f۲

(۲) × (۲) = ۳ × ۳ = ۹f۱ f۲

(x) = + x ⇒ (۲) = + ۲ = ۴ + ۲ = ۶ ⇒ (۲) = ۶f۳ x۲ f۳ ۲
۲

f۳
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مجموع کفۀ سمت راست برابر است با:

مجموع دو کفۀ سمت راست و سمت چپ ترازو با هم برابرند. از تساوی دو کفۀ ترازو نتیجه می‌گیریم:

(  ‌

(  ‌

(  ‌

(  ‌

(  ‌

(  ‌

(x) = ⇒ (۲) = = = ۱ ⇒ (۲) = ۱f۸

۱

x − ۱
f۸

۱

۲ − ۱

۱

۱
f۸

(۲) = ۳ , (۲) = ۳ ⇒ = = ۱f۱ f۲

(۲)f
۱

(۲)f۲

۳

۳

− + + × + + + = ۰ + ۰ + ۹ + ۶ + ۱ + ۱ = ۱۷∣∣f۱ f۲
∣∣ ∣∣f۵

∣∣ f۱ f۲ f۳ f۸

f
۱

f۲

(۲) = (۲) × (۲)f۶ f۱ f۲۱

(۲) + (۲) = (۲)f۱ f۲ f۳۲

(۲) = (۲)∣∣f۴
∣∣ ∣∣f۵

∣∣۳

(۲) − (۲) = (۲) − (۲)∣∣f۲ f۱
∣∣ ∣∣f۱ f۲

∣∣۴

(۲) =f
۷

(۲)f۱

(۲)f۲

۵

= (۲)
(۲)f

۲

(۲)f۱

f۸۶

 است. اگر توابع درآمد و هزینه برای تولید  تن کاشی در کارخانۀ  به ترتیب   یک شرکت هولدینگ دارای دو کارخانۀ  و   38

 و در کارخانۀ  به ترتیب  واحد باشد )هر  واحد معادل یک میلیون تومان(:

الف( تابع سود شرکت هولدینگ را به‌ دست آورید.

ب( این هولدینگ با چه میزان تولید کاشی به سود ماکزیمم خود می‌رسد؟ سود ماکزیمم چقدر است؟

الف( از سال گذشته به خاطر داریم اگر هزینه را از درآمد کم کنیم، سود به‌ دست می‌آید. پاسخ:

سود هریک از کارخانه‌ها را مطابق رابطۀ فوق به‌ دست می‌آوریم.

: کارخانۀ 

: کارخانۀ 

تابع سود شرکت هولدینگ از مجموع توابع سود دو کارخانه به‌ دست می‌آید.

توجه داشته باشید مقدار تولید کارخانه‌ها نمی‌تواند منفی باشد، به همین دلیل دامنۀ اشتراک کارخانۀ  و  را مقادیر صفر و بزرگتر از صفر در نظر می‌گیریم.

ب( تابع سود شرکت، یک تابع درجه دوم و نمودار آن به شکل سهمی  است.

یادآوری: در تابع درجۀ دوم به‌صورت  اگر  باشد، سهمی در نقطه به طول  دارای بیشترین مقدار است.

ABxA

۸x + ۶ , −۲ + ۱۶xx۲
B۲x + ۹ , − + ۱۲xx۲

= − ⇒ P (x) = R(x) − C(x)سود (فروش)  درآمد هزینه

A

(x) = −۲ + ۱۶x − (۸x + ۶) = −۲ + ۸x − ۶PA x۲ x۲

B

(x) = − + ۱۲x − (۲x + ۹) = − + ۱۰x − ۹PB x۲ x۲

= A + Bسود شرکت هولدینگ سود کارخانه سود کارخانه

= −۲ + ۸x − ۶ + (− + ۱۰x − ۹)PH x۲ x۲

(x) = −۳ + ۱۸x − ۱۵ D = {x|x ≥ ۰}PH x۲

AB

∪

y = a + bx + cx۲a < ۰x =
−b

۲a

P (x) = −۳ + ۱۸x − ۱۵ (a = −۳, b = ۱۸, c = −۱۵)x۲

x = = ⇒ x = ۳
−b

۲a

−۱۸

۲(−۳)

= −۳(۳ + ۱۸(۳) − ۱۵ = −۲۷ + ۵۴ − ۱۵ ⇒ = ۱۲Pmax )۲ Pmax
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‌۳۱۲شرکت هولدینگ با تولید  تن کاشی به سود ماکزیمم  میلیون تومانی می‌رسد.‌

 

، نمودار تابع  را ابتدا فقط در نقاط داده‌‌شده مشخص کنید. سپس نمودار کلی تابع  به کمک نمودارهای رسم شدۀ توابع  و    39

را به کمک ضابطۀ تابع آن و نیز نقاط مشخص‌‌‌شده از تابع، رسم کنید. 

‌

پاسخ:

قسمت اول(

‌

قسمت دوم(

fgf + gf + g

f(−۱) = −۱ , g(−۱) = ۱

⇒ (f + g)(−۱) = f(−۱) + g(−۱) = −۱ + ۱ = ۰ ⇒ (−۱, ۰)

f(۰) = ۰ , g(۰) = ۱

⇒ (f + g)(۰) = f(۰) + g(۰) = ۰ + ۱ = ۱ ⇒ (۰, ۱)

f(۱) = ۱ , g(۱) = ۱

⇒ (f + g)(۱) = f(۱) + g(۱) = ۱ + ۱ = ۲ ⇒ (۱, ۲)

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = x + ۱

f(−۱) = ۱ , g(−۱) = −۱

⇒ (f + g)(−۱) = f(−۱) + g(−۱) = ۱ + (−۱) = ۰ ⇒ (−۱, ۰)

f(۰) = ۰ , g(۰) = ۰
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  جمع می‌کنیم.   ،   و    به‌ازای  ضابطۀ تابع  را می‌نویسیم و با تابع 

⇒ (f + g)(۰) = f(۰) + g(۰) = ۰ + ۰ = ۰ ⇒ (۰, ۰)

f(۱) = ۱ , g(۱) = ۱

⇒ (f + g)(۱) = f(۱) + g(۱) = ۱ + ۱ = ۲ ⇒ (۱, ۲)

f(۲) = ۴ , g(۲) = ۱

⇒ (f + g)(۲) = f(۲) + g(۲) = ۴ + ۱ = ۵ ⇒ (۲, ۵)

sign(x)f(x)x > ۰x = ۰x < ۰

f(x) = , g(x) = sign(x) =x۲

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۱ , x > ۰

۰ , x = ۰

−۱ , x < ۰

⇒ (f + g)(x) = f(x) + g(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

+ ۱ , x > ۰x۲

, x = ۰x۲

− ۱ , x < ۰x۲
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  درخت زیر را به‌ازای   کامل کنید.   و  با توجه به ضابطۀ    40

پاسخ:

(x) = x + ۱f۱(x) = x − ۱f۲x = ۲

(x) = x + ۱ ⇒ (۲) = ۲ + ۱ = ۳f
۱

f
۱

(x) = x − ۱ ⇒ (۲) = ۲ − ۱ = ۱f۲ f۲

(۲) = (۲) + (۲) = ۳ + ۱ = ۴f۳ f۱ f۲

(۲) = (۲) − (۲) = ۳ − ۱ = ۲f
۴

f
۱

f
۲

(۲) = (۲) − (۲) = ۱ − ۳ = −۲f۵ f۲ f۱

(۲) = (۲) × (۲) = ۳ × ۱ = ۳f۶ f۱ f۲

(۲) = = = ۳f۷

(۲)f
۱

(۲)f۲

۳

۱

(۲) = =f۸

(۲)f۲

(۲)f
۱

۱

۳

(۲) = = = −۲f۹

(۲)f۳

(۲)f۵

۴

−۲

(۲) = (۲) × (۲) = ۲ × ۳ = ۶f۱۰ f۴ f۶

(۲) = (۲) + (۲) = ۳ + =f۱۱ f۷ f۸

۱

۳

۱۰

۳

(۲) = (۲) × (۲) = ۶ × = ۲۰f۱۲ f۱۰ f۱۱

۱۰

۳

(۲) = (۲) × (۲) = −۲ × ۲۰ = −۴۰f۱۳ f۹ f۱۲
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، نمودار تابع  را ابتدا فقط در نقاط داده‌شده، مشخص کنید. سپس نمودار کلی تابع به کمک نمودارهای رسم‌شدۀ توابع  و    41

 را به کمک ضابطۀ آن و نیز نقاط مشخص‌شده از تابع، رسم کنید.

پاسخ:

fgf + g

(f + g)

f(x) = −x = RDf

g(x) = x = RDg

= ∩ = RDf+g df dg

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = −x + x = ۰

⇒ (f + g)(x) = ۰ = RDf+g

اگر  و تابع  به‌صورت نمودار زیر باشد، ضابطۀ تابع  را به‌ دست آورید؟   42

برای تعیین ضابطۀ تابع  لازم است ضابطۀ تابع  را مشخص کنیم و برای آن باید معادلۀ خط نمودار رسم‌شده را به دست آوریم. پاسخ:

با توجه به شکل عرض از مبدأ خط موردنظر  است، بنابراین برای تعیین شیب خط، مختصات نقطۀ  را در معادلۀ استاندارد خط جایگزین می‌کنیم.

با مشخص بودن شیب و عرض از مبدأ معادلۀ خط را می‌نویسیم.

روش دوم: شیب خط برابر تغییرات  نسبت به تغییرات  است.

با توجه به نمودار، شیب خط  و عرض از مبدأ صفر بوده و معادلۀ خط به‌صورت  است.

f(x) = x۲( )(x)
f

g
g(x)

g(x)( )(x)
f

g
h = ۰(۱, ۲)

y = mx + h ۲ = m(۱) + ۰ ⇒ m = ۲− →−−−−
h=۰

نقطه(۱,۲)

y = mx + h y = ۲x− →−
h=۰

m=۲

yx

۲y = ۲x
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ضابطۀ تابع  همان معادله خط است.

اکنون که ضابطۀ تابع  مشخص شده می‌توانیم ضابطۀ تابع  را نیز تعیین کنیم.

با در نظر گرفتن  می‌توانیم صورت و مخرج کسر را به  ساده کنیم.

f

g

( )(x) = ۲x
f

g
f

g
g

( )(x) = ۲x ⇒ = ۲x = ۲x ⇒ ۲x × g(x) =
f

g

f(x)

g(x)
− →−−−−
f(x)=x۲

x۲

g(x)
x۲ − →−−−−

تقسیم می‌کنیم

۲xطرفین را بر

g(x) = (x ≠ ۰)
x۲

۲x

x ≠ ۰x

g(x) = ⇒ g(x) = x
x

۲

۱

۲

اگر  با دامنۀ  و  با دامنۀ  و  با دامنۀ    43

در نظر گرفته شود، جدول زیر را کامل کنید.

تابعضابطه نمودار 

 ..................   

 ..................  
 

 ..................   

الف( ابتدا ضابطۀ تابع  را مشخص می‌کنیم. پاسخ:

دامنۀ تابع  از اشتراک دامنه‌های توابع  و  به‌ دست می‌آید.

دامنۀ تابع  فقط دارای یک عضو  است، اکنون مقدار تابع  را در این نقطه تعیین می‌کنیم.

بنابراین نمودار تابع  نقطه‌ای به مختصات  است.

ب( گام اول: ضابطۀ تابع  را مشخص می‌کنیم.

، با حذف مقادیری از  که تابع  )مخرج( را صفر می‌کند، به‌ دست می‌آید. گام دوم: دامنۀ تابع  از اشتراک دامنه‌های توابع  و 

)یادآوری: در فاصلۀ  جزء صحیح همه اعداد، صفر می‌شود.(

دامنۀ تابع  فقط دارای یک عضو  است، مقدار تابع  را در این نقطه تعیین می‌کنیم.

f(x) = [x]۰ ≤ x ≤ ۱g(x) = |x|۱ ≤ x ≤ ۲h(x) = − ۴x۲−۱ ≤ x ≤ ۱

s(x) = ......s(x) = f(x) + g(x)

q(x) = ......
q(x) =

h(x)

f(x)

p(x) = ......p(x) = h(x) × g(x)

s(x)

s(x) = f(x) + g(x) = [x] + |x|

sfg

= ∩ = {x|۰ ≤ x ≤ ۱} ∩ {x|۱ ≤ x ≤ ۲} = {۱}Ds Df Dg

sx = ۱s

s(x) = [x] + |x| , x = ۱

s(۱) = [۱] + |۱| = ۱ + ۱ = ۲ ⇒ y = ۲

s(۱, ۲)

q(x)

q(x) = =
h(x)

f(x)

− ۴x۲

[x]
qfhxf

∩ = {x| − ۱ ≤ x ≤ ۱} ∩ {x|۰ ≤ x ≤ ۱} = {x|۰ ≤ x ≤ ۱}Dh Df

f(x) = ۰ ⇒ [x] = ۰ ⇒ ۰ ≤ x < ۱

۰ ≤ x < ۱

= ∩ − {x|f(x) = ۰}Dq Dh Df

= {x|۰ ≤ x ≤ ۱} − {x|۰ ≤ x < ۱} = {۱}Dq

qx = ۱q
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بنابراین نمودار تابع  نقطه‌ای به مختصات  است.

‌ج( ضابطۀ تابع  را به‌ دست می‌آوریم.

دامنۀ تابع  از اشتراک بین دامنه‌های توابع  و  به‌ دست می‌آید.

دامنۀ تابع  فقط دارای یک عضو  است، مقدار تابع  را در این نقطه تعیین می‌کنیم.

بنابراین نمودار تابع  نقطه‌‌ای به مختصات  است.

q(x) = x = ۱
− ۴x۲

[x]

q(۱) = = = −۳ ⇒ y = −۳
− ۴۱

۲

[۱]

−۳

۱

q(۱, −۳)

p(x)

p(x) = h(x) × g(x) = ( − ۴)|x|x۲

phg

= ∩ = {x| − ۱ ≤ x ≤ ۱} ∩ {x|۱ ≤ x ≤ ۲} = {۱}Dp Dh Dg

px = ۱p

p(x) = ( − ۴)|x| ,  x = ۱x۲

p(۱) = ( − ۴)|۱| = (−۳) × ۱ = −۳ ⇒ y = −۳۱
۲

p(۱, −۳)

، نمودار توابع خواسته شده را رسم کنید. در هر قسمت از سؤال با توجه به نمودار توابع  و    44

الف(

ب(

الف( گام اول: با مشاهدۀ هر نمودار و با توجه به دامنۀ هریک از توابع  و  اشتراک دامنه‌ها را مشخص می‌کنیم. پاسخ:

ملاحظه می‌شود که دامنۀ توابع  و  در نقاط به طول  و  و  و  اشتراک دارند.

fg

fg

fgx = ۱x = ۲x = ۳x = ۴
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به بیان ریاضی می‌توانیم بنویسیم:

گام دوم: با مشاهدۀ هر نمودار مقدار هریک از توابع  و  را در  مشخص می‌کنیم.

ملاحظه می‌شود که مقدار توابع  و  در اشتراک دامنه‌ها مقدار ثابت  است که مقدار  در دامنۀ اشتراک  نیز هست.

به بیان ریاضی می‌توانیم بنویسیم:

ب( گام اول: با توجه به ضابطۀ هریک از توابع  و  ضابطۀ توابع خواسته‌شده را تعیین می‌کنیم.

گام دوم: با توجه به دامنۀ هریک از توابع  و  دامنۀ توابع خواسته‌شده را تعیین می‌کنیم.

گام سوم: نمودار توابع خواسته‌شده را با در نظر گرفتن دامنۀ تعریف رسم می‌کنیم.

از سال گذشته به خاطر داریم نمودار تابع  نمودار سهمی بوده که در نقطه  دارای کمترین مقدار است و همچنین نمودار  خطی به موازات محور طول‌هاست که از نقطۀ

 روی محور عرض‌ها می‌گذرد.

                                  

                  

= {x ∈ R|۱ ≤ x ≤ ۲ , ۳ ≤ x ≤ ۴}Df

= {x ∈ R|۰ ≤ x ≤ ۱ , ۲ ≤ x ≤ ۳ , ۴ ≤ x ≤ ۵}Dg

∩ = {x = ۱ , x = ۲ , x = ۳ , x = ۴}Df Dg

fg∩Df Dg

fgy = ۱f + g۱ + ۱ = ۲

} ⇒ (f + g)(x) = ۲ ∩ = {۱, ۲, ۳, ۴}
y = f(x) = ۱

y = g(x) = ۱
Df Dg

fg

f(x) = |x| , g(x) = |x|

(f × g)(x) = f(x) × g(x) = |x| × |x| = |x =|۲ x۲

( )(x) = = = ۱− →−
x≠۰ f

g

f(x)

g(x)

|x|

|x|
fg

= R , = RDf Dg

= ∩ = RDf×g Df Dg

= ∩ − {x|g(x) = ۰} = R − {x||x| = ۰} = R − {۰}D f

g

Df Dg

y = x۲(۰, ۰)y = ۱

(۰, ۱)

( )(x) = ۱
f

g
(f × g)(x) = x۲

= R − {۰}D f

g

= RDf×g
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